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Oppgave 1
Vi har

/x_lJl (z)dx = — /lel (zzr)dix_1 dx

=—Ji(z) + /x_lleo(x) dx
=—J(x) —|—/J0(x) dr.
Alternativt kan det gjores slik: Formelen er ekvivalent med at (ved derivasjon)
v~ i(x) = = J{(w) + Jo(2). (1)

Adderer vi formlene 5
EJI(:L.) = J()(IL') + JQ(IL')

0g
2J1(x) = Jo(x) — Jo(x),
far vi nettopp (1).

Oppgave 2

a) Antaat y =Y ja,z™. Daery =37 naz" togy => ", n(n—
1)a,z" 2. Innsatt i ligningen far vi nar p = 0

Z (n(n — 1)a, + nap + ay—2) 2" + a1z = 0,
n=0
som gir
1
a1 =0, a,= ——0n-2, n=23....
n
Siden a; = 0 blir as,_; = 0 for alle n. Rekursjonsrelasjonen kan skrives for
like indekser

Qon = —Wﬁmn—m n €N
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Rekursivt fas (bevises ved induksjon)

Qon = on 12 agp-
Velg ay = 1.
b) Vi har
dieéx(tt—l) _ 1 (t— tfl)e%:r(tft_l)
T
=-(t—t7") ) ()t
LS et - LS e
2 n=—oo ! 2 n=—00 "
-—liij'()w—fifij (2)¢"
— 2 el n—1\T 2 Rl n+1 x
1 o0
=5 > (aal@) = (@) ¢

Venstresiden er lik Y >° _ J,(z)'t". Dermed far

In(2) = 5 (Jnr () = Jnia ().

1
2
c¢) Den stasjonaere Schrodingerlikning der potensialet er null,

WVQ = FEy(F
i P(r) = Ey(7),

tar folgende form i sylinderkoordinater:

Bofo* 10 1 0 0?
1 (3 *rar e+ gm) VO = Ee0

Ved innsetting av
Y = R(r)e"™? sin(krz/L)

far vi

h? 0? 10 m? k*n?
o <m+;§—r—2‘ I )R(”—ER(”’



idet €™ og sin(kmz/L) er felles faktorer i alle ledd. Ved & sla konstantleddene

2. 212 N
sammen, med F — ';]\ZL’Z = FE, fas

B (9 10 m?
i (o oy ) A0V = ETO)

som skulle vises.

Da ¢ og ¢+27 er samme sted i rommet, ma bglgefunksjonen vare uendret
nar 27 adderes til ¢. Det krever ™ = 1, som bare er tilfelle dersom m er
et heltall.

Da veggene er ugjennomtrengelige er ) = 0 utenfor sylinderen. Kontinu-
itet av bglgefunksjonen krever da at ¢» = 0 pa overflata, bl.a. for endeflatene
iz=0o0giz= L. Sinusfunksjonen er alltid null ved z = 0, og ved z = L lik
sin(k7), som forsvinner hvis og bare hvis k er heltallig. Vitar k =1,2,3,...,
fordi negative heltall vil ikke gi nye egenfunksjoner, og k£ = 0 ville gi ¢ = 0.

d) Ved a innfore r = ph/\/2M E; fas umiddelbart

02 10 m?
‘(a—w;a—p‘ﬂ’%—’%’

som etter multiplikasjon med p? tar formen

d’R dR
==+ i + (p* —m*)R = 0.

Dette er differensiallikningen for Bessel-funksjoner, som gitt i punkt a). I det
fysiske problemet trenger vi den ikke-singulaere lgsningen, Bessel-funksjonen
av forste type. Altsa R o J,,,(p), dvs

R(r) o< Jo(rv/2M E,/1?).

e) Grensebetingelsen er, som nevnt under punkt c), at bglgefunksjonen er
null ved overflata, dvs R(r¢) = 0. Argumentet for Bessel-funksjonen i punkt
d) ma altsa veere et av Bessel-funksjonens nullpunkter. I dette tilfellet var det
oppgitt at m = 0 i grunntilstanden, sa Besselfunksjonen er .Jy. Det laveste
nullpunktet gir laveste energi, sa vi har bruk for det laveste nullpunktet x;
for Jo(x), oppgitt til x; = 2.4048. Altsa

o/ 2MEs/h2 =T,

dvs
o h’a?
T o2MrE
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Grunntilstanden, laveste energiegenverdien for

h2m2k?
= - +E,
2M L2 *
tilsvarer denne verdien for E og laveste verdi for k, dvs k£ = 1:
h’m? h? L?
E = E, = R
ML ZMLZP_+%TA

Her er hakeparentesen den dimensjonslgse stgrrelsen &. Ved innsetting av
L = 3ry far vi

2
Il
3
no
+
H&Z
Il
3
+
Ne)
8
AN
Il
D
—_
Ne)
NG}

Oppgave 3
a) La f veere en egenfunksjon, dvs L(f) = Af. Da far

(FLLU) = (LN = AlfIP >0

siden (f, f) = |IfII* > 0.

b) Siden rekkevidden er lik H, vet vi at det for hver f € H fins minst en g
slik at L(g) = f. Anta det fins minst to, dvs

L(g1) = L(g2) = [,
dvs at L(g; — g2) = 0. Videre

(91 — g2, L(g1 — 92)) = (g1 — ¢2,0) = 0.

Positiviteten gir at g; = ¢, altsa g er entydig.

Oppgave 4

a) Det er mange mater a beregne disse Hermite-polynomene pa. At Hy =1
folger umiddelbart av Rodrigues formel med n = 0. Sa kan en f.eks. bruke
den oppgitte rekursjonsformel H, ., = 2xH, — 2nH,_, til a beregne H; =
20Hy = 22 og Hy = 20H, — 2Hy = 22 - 22 — 2 -1 = 422 — 2, som vi skulle
vise.

b) Energiegenfunksjonene ¢, (x) danner et fullstendig sett, slik at vi kan
utvikle bglgefunksjonen ¥(x,0) i disse:

\I](l‘a 0) = Z Cm¢m(x)

m=0
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Utviklingskoeffisienten ¢, finnes ved a ta skalarproduktet med ¢, (z) pa begge
sider av likningen, og benytte at egenfunksjonene danner et ortonormert sett:

Cp = /_Z i (x)¥(z,0) dz.

A bestemme sannsynligheten for & finne partikkelens energi lik verdien E,, =
(n+3)fiw er det samme som & bestemme sannsynligheten for & finne systemet
i egentilstand nr. n, lik p, = |c,|?, slik at

2

pn = \ | w0 ds

Da ¥(z,0) er en ulike funksjon av x, mens 1y(x) og 12(x) er like funksjoner
av x, vil integralet bli null for n =0 og n = 2:

llo

Po=PpP2 =

For a beregne p; trenger vi

N

c, = / i (z)¥(x,0) dr — 7719 <3_> / 2o 307 g
e - N

1 3
32\1 /2\2 [ 9
(P) (é) [ e

Integralet er oppgitt til % 7, som innsatt gir

M

= 2

¢ = 29/4 3—3/2’

og dermed

1612

27

I

o
o'
&o
oS

b1 = |C1|2 =



