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Sist i dette oppgavesettet er det gitt noen relasjoner som muligens kan være til
nytte under eksamen. Kandidaten m̊a selv tolke disse.

Sensur blir lagt ut p̊a fagets hjemmeside s̊asnart den er klar.

Dette oppgavesettet er p̊a 3 sider.

Oppgave 1.
Dynamikken for et lukket, isotropt og homogent univers koblet til et Klein-Gordon felt kan
(med visse kvalifikasjoner) beskrives ved Lagrangefunksjonen

L = a2ä + a + aȧ2 +
1
2
a3 ϕ̇2, (1)

der a = a(t) er universets radius.
a) Vis at (1) er ekvivalent med en Lagrangefunksjonen

L′ = a− aȧ2 +
1
2
a3 ϕ̇2. (2)

b) Finn bevegelsesligningene for a og ϕ.

c) Lagrangefunksjonen L′ avhenger ikke eksplisitt av tiden t. Bruk Nöther’s teorem til å
finne den konserverte størrelsen (kall den E) som følger av dette.

d) Kan du her finne andre transformasjoner som holder virkningen invariant? Hva blir i
tilfelle de tilhørende konserveringslovene?



Eksamen i SIF4072 Klassisk feltteori, 28. mai 2003 Side 2 av 3

e) Det viser seg at man må velge startbetingelsene slik at E = 0 (for at de fullstendige
Einstein ligningene skal være oppfyllt). Hvilken sammenheng må det da være mellom
ϕ̇(0), a(0) og ȧ(0)?

f) Anta at ϕ̇(0) = 1010 og a(0) = 10−3. Hva blir den maksimale verdien som a(t) kan anta?

g) Lag en kvalitativ skisse av tidsforløpet til a(t), gitt startbetingelsene over.

Oppgave 2.
Start med Minkowski metrikken

ds2 = dη2 − dξ2. (3)

og transformer denne til et akselerert koordinatsystem (t, z) ved følgende relasjoner

η =
1
g

√
1 + 2gz sinh(gt),

ξ =
1
g

√
1 + 2gz cosh(gt). (4)

a) Finn uttrykket for linje-elementet ds2 i de nye koordinatene (t, z).

b) Finn bevegelsesligningene for en punktpartikkel i det akselererte koordinatsystemet.

c) Vis at bevegelsesligningene fra forrige punkt kan omskrives p̊a formen

d2z

ds2
= −g, (5)

der s er egentiden til partikkelen.

Oppgave 3.
Geometrien til et lukket, homogent og isotropt univers er definert ved linje-elementet

ds2 = dt2 − a(t)2
[
dχ2 + sin2χ

(
dθ2 + sin2θ dφ2

)]
(6)

Her har vi valgt enheter slik at c = 1. Vinklene tar verdier i følgende intervall: 0 ≤ χ ≤ π,
0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ < 2π.

a) Beregn
∫

dχdθ dφ
√
−g.

b) Beregn konneksjonskoeffisientene Γα
βγ for metrikken (6).
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Oppgitt:

Euler-Lagrange ligningene:

∂µ
∂L

∂ (∂µϕa)
=

∂L
∂ϕa

. (7)

Nöther’s teorem:

Jµ =
∂L

∂ (∂µϕa)
∆ϕa −Mµ, n̊ar (8)

∆L = ∂µMµ, der ∆X ≡ d

dε
X̃

∣∣∣∣
ε=0

for X lik ϕa og L. (9)

Noen relasjoner fra differensialgeometri:

Γα
βγ =

1
2
gαµ (gµβ,γ + gµγ,β − gβγ,µ) , (10)

Rα
βγδ = Γα

βδ,γ − Γα
βγ,δ + Γα

µγΓµ
βδ − Γα

µδΓ
µ
βγ , (11)

Rβδ = Rα
βαδ, (12)

Gβδ = Rβδ −
1
2
gβδR. (13)


