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Løsningsforslag
Eksamen 19. august 2005

TFY4250 Atom- og molekylfysikk

Oppgave 1

a. For det oppgitte, symmetriske brønnpotensialet er bundne energiegentilstander en-
ten symmetriske eller antisymmetriske mhp origo, ψ(−x) = ±ψ(x). Grunntilstanden er
symmetrisk, og fri for nullpunkter. Dersom det eksisterer flere bundne tilstander, er 1.
eksiterte tilstand antisymmetrisk, med ett nullpunkt. 2. eksiterte tilstand er symmetrisk
med to nullpunkter. 3. eksiterte er antisymmetrisk med tre nullpunkter, osv. For de
bundne energiegentilstandene er degenerasjonsgraden lik 1; det er bare én energiegen-
funksjon pr energiniv̊a.

For de ubundne energiniv̊aene for dette potensialet, dvs for hver energi E > V0, har
vi to uavhengige energiegenfunksjoner, dvs degenerasjonsgrad 2.

Siden potensialet er symmetrisk, g̊ar det an (for E > V0) å finne to energiegen-
funksjoner med veldefinert partitet, én symmetrisk og én antisymmetrisk. Men, asymmetriske
lineærkombinasjoner av disse vil ogs̊a være energiegenfunksjoner. S̊a svaret er nei; en-
ergiegenfunksjoner for E > V0 behøver ikke å ha veldefinert paritet.

For et endelig éndimensjonalt potensial V (x), som i denne oppgaven, er alle energiegen-
funksjoner ψ(x) kontinuerlige, og det samme gjelder den deriverte, dψ/dx. Energiegen-
funksjonene er alts̊a kontinuerlige og glatte.

b. Fra den tidsuavhengige Schrödingerligningen,[
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
ψ = Eψ,

finner vi ved innsetting av ψa = A cos qax for 0 < x < l at energien for tilstanden ψa

må være

Ea = V (x)− h̄2

2m

∂2ψa/∂x
2

ψa

= 0− h̄2

2m
· (−q2

a) =
h̄2π2

2ml2
· 169

36
, q.e.d.

Den generelle løsningen av den tidsuavhengige Schrödingerligningen for omr̊adet −l < x < 0,
ψ′′

a = −q2ψa, er
ψa = A′ cos qax+B′ sin qax.

I origo skal denne skal g̊a glatt og kontinuerlig over i kosinusløsningen A cos qax for
0 < x < l. Da er det vel ikke rart at vi må ha A′ = A og B′ = 0, slik at formelen blir
den samme p̊a begge sider av origo. Rent teknisk følger dette fra kontinuitetsbetingelsene,
som gir

ψ(0−) = ψ(0+) =⇒ A′ = A;

ψ′(0−) = ψ′(0+) =⇒ qaB
′ = 0, dvs. B′ = 0, q.e.d.
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c. For den bundne tilstanden ψa er energien Ea mindre enn potensialet V0 for x > l.
Den tidsuavhengige Schrödingerligningen tar da formen

ψ′′
a =

2m

h̄2 [V (x)− Ea]ψa ≡ κ2ψa, med κ =
1

h̄

√
2m(V0 − Ea).

Denne har den generelle løsningen

ψa = Ce−κx +Deκx.

Her må D settes lik null for å gi en akseptabel løsning. For x > l har vi alts̊a

ψa = Ce−κx, ψ′
a = −κCe−κx og ψ′

a/ψa = −κ.

For −l < x < l har vi tilsvarende

ψ′
a/ψa =

−qaA sin qax

A cos qax
= −qa tan qax.

Kontinuitet av ψ′/ψ for x = l krever da at

κ = qa tan qal = qa tan 13π/6 = qa tan π/6 =
qa√
3
.

Innsetting i formelen for κ gir da

κ

qa
=

√√√√2m(V0 − Ea)/h̄
2

2mEa/h̄
2 =

1√
3
, dvs.

V0 − Ea

Ea

=
1

3
,

eller

V0 =
4Ea

3
=
h̄2π2

2ml2
· 169

27
≈ h̄2π2

2ml2
· 6.259, q.e.d.

d.

Som indikert i skissen, er energiegenfunksjonen ψa(x) symmetrisk, med fire nullpunkter.
Dette er da fjerde eksiterte tilstand for dette brønnpotensialet (ψa = ψ5). I tillegg vil det
finnes en antisymmetrisk tilstand ψ4(x), med tre nullpunkter. Med større avstand mellom
nullpunktene krummer denne langsommere enn ψa = ψ5, og har derfor lavere energi (E4 <
Ea = E5). Enda lavere energi E3 har den symmetriske energiegenfunksjonen ψ3, som har
bare to nullpunkter. Enda lavere energi enn denne har den antisymmetriske tilstanden ψ2

med ett nullpunkt. Og lavest energi av alle har den symmetriske grunntilstanden, som er
fri for nullpunkter og derfor krummer langsomst. Antall energiegentilstander med energi
mindre enn Ea er alts̊a fire.
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Som indikert i figuren, må brønnen gi plass til mer enn 5 halve bølgelengder dersom det
skal eksistere en 6. bundet energiegentilstand, antisymmetrisk og med fem nullpunkter.
Vi må alts̊a ha

q6 · 2l > 5π.

Dette svarer til

E6 =
h̄2q2

6

2m
>

h̄2

2m
(
5π

2l
)2 =

h̄2π2

2ml2
· 6.25.

Eksistensen av en 6. bundet tilstand krever alts̊a at

V0 >
h̄2π2

2ml2
· 6.25.

I pkt. c fant vi at V0 er ørlite grann større enn dette. Følgelig gir dette brønnpoptensialet
virkelig plass til en 6. bundet energiegentilstand ψ6(x). Denne vil være svakt bundet, og
det er ikke plass til flere enn disse 6 bundne energiegentilstandene. (En sjuende tilstand
ville kreve q7 · 2l > 6π, og dette g̊ar ikke da det svarer til en energi større enn V0.)

e. Sannsynlighetene for transmisjon og refleksjon kan beregnes vha strømtetthetene for
innkommende bølge (aeik(x+l) ≡ ψi), reflektert bølge (be−ik(x+l) ≡ ψr) og transmittert
bølge (eik(x−l) ≡ ψt). Disse strømtetthetene er hhvis

ji = <e

[
ψ∗i

h̄

im

dψi

dx

]
= <e

[
a∗e−ik(x+l) h̄

im
(ik) aeik(x+l)

]
= |a|2 h̄k

m
,

jr = <e

[
b∗eik(x+l) h̄

im
(−ik) be−ik(x+l)

]
= −|b|2 h̄k

m
og

jt = <e

[
e−ik(x−l) h̄

im
(ik) eik(x−l)

]
=
h̄k

m
.

Sannsynlighetene for transmisjon og refleksjon er da hhvis

T =
jt
ji

=
1

|a|2
og R =

|jr|
ji

=

∣∣∣∣∣ ba
∣∣∣∣∣
2

.

Den generelle løsningen av den tidsuavhengige Schrödingerligningen for omr̊adet −l < x < l,

ψ′′
E = −2mE

h̄2 ψE ≡ −q2ψE,

er
ψE = A cos qx+B sin qx ≡ A′eiqx +B′e−iqx.
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Uten å beregne koeffisientene kan vi sl̊a fast at denne løsningen er en periodisk funksjon,
med periode (bølgelengde) λ = 2π/q. Vi har da

2l

λ
=

2lq

2π
=

6π

2π
= 3,

dvs intervallet 2l svarer til tre hele bølgelengder. Det er vel da åpenbart (fra periodisiteten)
at b̊ade ψE og ψ′

E vil ha samme verdi for x = −l som for x = l. Vi har alts̊a (vha
kontinuiteten for x = l)

ψE(−l) = ψE(l) = 1 og ψ′
E(−l) = ψ′

E(l) = ik.

Kontinuiteten for x = −l gir da

a+ b = 1 og ik(a− b) = ik, dvs. a− b = 1.

Løsningen er

a = 1 og b = 0, slik at ψE(x) = eik(x+l) for x < −l.

For den aktuelle energien, som svarer til at q · 2l = 6π, har vi alts̊a ingen reflektert bølge.
Sannsynlighetene for transmisjon og refleksjon er derfor hhvis

T =
1

|a|2
= 1 og R =

∣∣∣∣∣ ba
∣∣∣∣∣
2

= 0.

Samme resultat for T og R oppn̊as åpenbart n̊ar q · 2l = 8π, 10π, 12π osv. Og faktisk
ogs̊a for q · 2l = 7π, 9π, 11π osv. For de sistnevnte verdiene er ψE(−l) = −ψE(l) og
ψ′

E(−l) = −ψ′
E(l), som gir a = −1 og b = 0.

Oppgave 2

a. Energiegenfunksjonen for grunntilstanden for boks (i) er

ψ
(i)
gr.t. = A sin kxx sin kyy sin kzz, med kx · 2a = π, ky · 2a = π, kz · a = π.

Med

Ĥ = − h̄
2

2µ

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
finner vi da at

Ĥ ψ
(i)
gr.t. =

h̄2

2µ
(k2

x + k2
y + k2

z)ψ
(i)
gr.t..

Energiegenverdien er alts̊a

E
(i)
gr.t. =

h̄2

2µ

[(
π

2a

)2

+
(
π

2a

)2

+
(
π

a

)2
]

=
h̄2π2

2µa2
· 3

2
.

For boks (iii), som er trangere, finner vi p̊a tilsvarende m̊ate en noe høyere energi for
grunntilstanden:

E
(iii)
gr.t. =

h̄2

2µ

( π√
2 a

)2

+

(
π√
2 a

)2

+
(
π

a

)2
 =

h̄2π2

2µa2
· 2.
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b. Ved innsetting finner vi

L̂zΦm =
h̄

i

∂

∂φ
eimφ = h̄mΦm,

s̊a Φm er en egenfunksjon til L̂z med egenverdi h̄m. Med m heltallig (0, ±1, ±2, · · ·)
unng̊ar vi et sprang i Φm som funksjon av φ, og dermed en δ-funksjon i den deriverte.
Funksjonen Φ må alts̊a “bite seg selv i halen” for å være en akseptabel egenfunksjon til
L̂z.

Egenfunksjoner og egenverdier til Ĥ(z) = −(h̄2/2µ)∂2/∂z2 er

ψ(z)
nz

(z) = A sin
πnzz

a
og E(z)

nz
(z) =

h̄2

2µ

(
πnz

a

)2

.

Innsetting i den tidsuavhengige Schrödingerligningen (Ĥ − E)ψ = 0 gir (med E =
E(z) + h̄2k2/2µ)

0 =

[
− h̄

2

2µ

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r

)
+

L̂2
z

2µr2
+ Ĥ(z) − E

]
R(m)(r)Φm(φ)ψ(z)

nz
(z)

=

[
− h̄

2

2µ

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r

)
+
h̄2m2

2µr2
− h̄2k2

2µ

]
R(m)(r)Φm(φ)ψ(z)

nz
(z).

Multiplikasjon med −2µr2/h̄2 (og divisjon med Φm og ψ(z)
nz

) gir radialligningen

0 = r2 d
2R(m)

dr2
+ r

dR(m)

dr
+ [−m2 + k2r2]R(m)

= (kr)2 d
2R(m)

d(kr)2
+ kr

dR(m)

d(kr)
+ [(kr)2 −m2]R(m).

c. De akseptable løsningene av radialligningen for en gittm er J|m|(kr), med ekstrakravet
J|m|(ka) = 0, siden potensialet er uendelig for r > a. Produktet ka må alts̊a være lik
et av nullpunktene for Bessel-funksjonen J|m|:

ka = Π(m)
n =⇒ k(m)

n = Π(m)
n /a.

Energiegenverdiene (-niv̊aene) er alts̊a

E(m)
nnz

=
h̄2

2µ

(πnz

a

)2

+

(
Π(m)

n

a

)2
 =

h̄2π2

2µa2

[
n2

z + (Π(m)
n /π)2

]
,

hvor nz = 1, 2, · · · , m = 0, 1, 2, · · · og n = 1, 2, · · · . De tilsvarende energiegenfunksjonene
er

ψ(m)
nnz

∝ J|m|(Π
|m|
n r/a) eimφ sin

nzπz

a
, (m = ±|m|).

Grunntilstanden svarer til nz = 1 og den laveste av nullpunktsverdiene Π(m)
n . Denne

finner vi for m = 0 og n = 1 :

E
(ii)
gr.t. = Em=0

n=1,nz=1 =
h̄2π2

2µa2

[
1 + (2.4048/π)2

]
=
h̄2π2

2µa2
· 1.586.
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Den tilhørende energiegenfunksjonen er

ψgr.t. ∝ J0(2.4048 r/a) · 1 · sin πz
a
.

Vi ser her at E
(ii)
gr.t. kommer ut med en verdi som er litt større enn grunntilstandsenergien

for boks (i), men mindre enn for boks (iii). Dette er naturlig, da boks (ii) er trangere enn
boks (i), men ikke s̊a trang som boks (iii).

d. Fra formelen ovenfor og tabellene i oppgaveteksten framg̊ar det at 1., 2. og 3. eksiterte
niv̊a alle har nz = 1 (alts̊a ingen eksitasjon i z-retningen), mens de øvrige kvantetallene
er som følger:

1. eks. niv̊a: n = 1, m = ±1, E =
h̄2π2

2µa2
[1 + (3.8317/π)2] =

h̄2π2

2µa2
· 2.488,

(alts̊a “rotasjons-eksitasjon”).

2. eks. niv̊a: n = 1, m = ±2, E =
h̄2π2

2µa2
[1 + (5.1356/π)2] =

h̄2π2

2µa2
· 3.672,

(mer “rotasjons-eksitasjon”).

3. eks. niv̊a: n = 2, m = 0, E =
h̄2π2

2µa2
[1 + (5.5201/π)2] =

h̄2π2

2µa2
· 4.087,

(eksitasjon bare radielt). For 1. og 2. eksiterte niv̊a er degenerasjonsgraden lik 2, siden
m kan ha begge fortegn. For 3. eksiterte niv̊a er g = 1; vi har bare én tilstand, med
m = 0.


