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Lgsningsforslag

Eksamen 4. august 2008
TFY4250 Atom- og molekylfysikk

Oppgave 1

a. elomridene < —a og z>a harvi (med E, = 2V}) at
n o 2m
o = ?[V(.’L‘) — Eg]'l,bg = 0.

¥y mé derfor veere linezer i disse omradene, med formen A;z+ B;. Da 15 er en energiegen-
funksjon, tillates den ikke & divergere. Derfor ma konstantene A; settes lik null, slik at vi

i disse omraddene har
{ By for z>a,

By for z< —a.

ol brgnnomradene fplger det fra den tidsuavhengige Schrodingerligningen at 15 er si-

nusformet, med bglgetall k = \/2mVy/h* for 0 <z <a og kK =./2m - 2Vo/h? = k2
for —a <z <0. Videre skal fgrste eksiterte tilstand ha ett nullpunkt, og “skjgtene” i
r=—a og zx=a skal vere glatte, Skissen blir da omtrent slik:!

7
B B, cosTh (x+4]] |

!
[
|

Fordi bglgetallet &' er en faktor v/2 stgrre enn k, ser vi at nullpunktet ma ligge til venstre
for origo.

b. eFor FE; =1V, blir grunntilstanden ¢, sinusformet med bglgetall & = 4/ 2mVy/h?
i omradet —a <z <0. I dette omradet kan vi da sette v, = Bcos k(z 4+ b), hvor
posisjonen —b til “topp-punktet” for kosinusen er ukjent. I omrddene |z|>a er

g 2T

{ = Z7V(z) - Biyr =

2mVy
ﬁZ

11‘,)1 = kaI y

med lgsningene ¢***. For ¢ >a mi vidaha o =Cie® (og ¢! /¢y = —k). For
T < —a ma vi tilsvarende ha ¢ = Cye* (og ¥}/¥y = k). Da gjenstar bare omradet
0<z<a, hvor ¥f=0 og 4 =Czx+D. Med glatt skjoting i =z =+a og ingen
nullpunkter blir skissen da slik:

"Diagrammet viser egentlig en neyaktig losning.
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c. eFplgende oversikt viser 1, ¢{ og den logaritmisk deriverte, 1/ /11, i de fire omridene:

T SRR —a<z<0: I pag; T
¥ kCpeh _ —kBsink{z+b) _ C —kCye-k= ’
o C'z(j“’ =k it & —ktank(z + b) =5 Koe ™ = —k
Kontinuitet av den logaritmisk deriverte i punktene z = —a, 0 og a gir da betingelsene
C C
k = ktank(a — b), —ktankb = — S —
ank(a —b) a o’ Cat D k

Disse tre ligningene kan brukes til & finne de tre ukjente (C, D, k), og til slutt V5 = E; =
R2K?/(2m). 2

d. eUt fra skissen vil jeg ansla at fasebelgpet kb er ca 7/6, mens k(a — b) jo er noyaktig
lik w/4 (ifvlge den forste betingelsen ovenfor). Folgelig er

)
ke=n/d+kbrrn/d+7/6 = o= 1.31.

Basert pa dette overslaget er den Vp-verdien som gir E; = Vj  tilnsgermet gitt ved

21.2 2 2 2
Rk 25w B h

Vo= E, = ~ : .
g Y7 om T 144 2ma? oma2

[Den ngyaktige verdien, gitt i en fotnote, viser at jeg har overvurdert fasebelppet kb litt.]

Oppgave 2

a. eFunksjonen i, kan generelt skrives som en lineserkombinasjon av funksjoner ¥, n s, ,
som alle har paritet (—1)"=tmvtne = (—1)V Fglgelig er pariteten til ¢y, lik (—1).

?Kommentar: Fra den ferste betingelsen fglger det at k(a — b) er lik 7/4 pluss et helt multiplum av
7, slik at tan kb = tan(ka — 7/4). Fra betingelse nr 3 folger det at C/D = k/(1 + ka). Ved & kombinere
med betingelse nr 2 finner en da at

~(1 + ka) tan(ka — 7/4) = 1.

Kalkulatoren gir ka =~ 1.2103 , slik at

2 h°
Vo = (12103 —;.
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eSamtidig er pariteten gitt ved
P = PRyi(r)Yim(6, 8) = Ryi(r)PYim = (~=1)'RytYim = (= 1)"Ynvtrn-

Fglgelig ma vi ha

dvs
like N <= likel og odde N < oddel.

elinergien
E = hw(ng +ny+n,+3/2) = w(N +3/2) = Ex
er lavest mulig for n, =n, =n,=0, dvsfor N =0, som gir E; = %hw. Grunntil-
standen er altsa

mw

j 3/4 —Tmw .'L'2 ’12 22 . mw 3/4 -mk)rz b
Uy = valeWa(ui(z) = (T ) e et o (YT ot g0

, 2 ; ;
eDa dreieimpulsoperatorene L og L, bare inneholder deriverte med hensyn pa vinkler,
ser vi at egenverdiene til disse operatorene begge er lik null:

LP=r%1+1)=0, L,=hm=0 == [=0, m=0.

b. eMed [Viy| = |0v,/0r| = vy - | — mwr/h| = (mwr/h), innsatt i formelen for ( K')

har vi

K 2 13 R miw r g s
(K), = %/V@Dgldr—% - fmpgm
= %mw2<r2>g =(V),, qed.

oMed (K),=(V),=3(K+V),=5E)=3hw blir den midlere kvadratiske ra-

g 9
dien i grunntilstanden

J. 3k
2\ _ _ .
<T >g  mw? (Vg 2mw
eKulesymmetrien betyr selvsagt at (x®) = (y*) = (2®). Avsammegrunner (z) =
(y)=(z)=0,slikat (Az)?=(22)—(z)*=(2%) = (r®) /3 osv. Fra dette folger det
at usikkerhetene i de kartesiske posisjonskoordinatene i grunntilstanden er

Ag = By =z = i
2mw

Disse kan vi, i likhet med rms-radien

| 3h
Trms = ( i >g == " )

bruke som mal for utstrekningen av grunntilstanden.
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c. eVed asette t=0 1iden oppgitte utviklingsformelen har vi

T(r,0) = (r) = > enmBa()Yim(0,8) = > cnmUnim.
Nim Nim
Koeffisientene cyyy, er da projeksjonene av begynnelsestilstanden ¢y, pa de respektive
tilstandene Wpm:

enim = (Vi ) = [ Gimto(r)d'r.

eDa begynnelsestilstanden ;(r) er en s-bglge (o< Ygg), vil vinkelintegralet her gé
som [ Y,XYoodQ) = G106m0. Folgelig er ¢y =0 unntatt for I = m = 0; bare s-bglger
bidrar i utviklingsformelen. Den ikke-stasjonzere bglgefunksjonen W(r,t) er altsd hele
tiden kulesymmetrisk:

o0
U(r,t) = U(r,t) = > cnoonoo(r)e ENE/R,
N=0
eKulesymmetrien innebgerer at pariteten er like. Dette utelukker bidrag fra 1)yg0 med
odde N, siden disse har odde paritet.

d. eDen fysiske tolkningen av koeffisienten Cygg er at dette er sannsynlighetsamplituden
for & male energien Ey og etterlate systemet i energiegentilstanden ¥nogo = Ryo(r)Yoo.
Sannsynligheten er kvadratet av denne amplituden.

eSannsynligheten for & méle energien E = 3w, dvs for & finne partikkelen i grunn-
tilstanden, er Py = |cooo|* = | (@, s ) |*. Innsetting gir

oo . 3/2 poo "
Cooo = /0 by pd®r = (107:—;)) [0 e 1tmert 2 gyl

3/2
o (10@)3/2 Lap( 2k _ (2.10)3/2.
wh 4 101 mw 101

Sannsynligheten for & finne partikkelen i grunntilstanden er altsa sa liten som

2-10\° .
oy [V N o o B,
b (101) ¢

e. oVi har sett at bglgefunksjonen er en sum av s-bglger, som alle har N lik et partall:

U(r,t)= > cnootngo(r)e T ENE,

N=0,2...
Ved et tillegg pa en halvperiode i tiden har vi

—iEN(t+T/2)/h ~iEnt/h ,—iw(N+3/2)m/w

€ =i

Den siste faktoren er (for N =0,2,4,---) lik e7*VN™ . ¢73"/2 = 1 . j Fglgelig er

U(r,t+T/2) =i Y. enootonoo(r)e MM =i l(r 1),
NZ0.2,.

Sannsynlighetstettheten [W(r,¢ + 7/2)|* er altsa den samme som for tiden . Sannsyn-
lighetsfordelingen er derfor lik den opprinnelige ved tidspunktene t=17/2, T, 3T/2, 2T
0SV.



Eksamen TFY4250 4. auguast 2008 - Igsningsforslag 5

f. eDen sterke skvisingen av begynnelsestilstanden innebaerer som opplyst en stor “kvan-
tevillskap” i denne tilstanden; partikkelen befinner seg praktisk talt i origo, med neglis-
jerbar potensiell energi (V'),, mens den kinetiske er en faktor 100 stgrre enn i grunntil-
standen, slik at forventningsverdien av energien i tilstanden ¥(r,t) er

(E)=(E), =~ (K),=100(K), = T5huw.

Fra et halvklassisk synspunkt vil en partikkel som starter med en slik kinetisk energi né
ganske langt ut fgr den snur. Derfor mé vi vente at sannsynlighetsfordelingen ekspanderer
ganske kraftig fgr den gjenskapes ved ¢ =T/2. Vi ser altsd for oss en “pulserende”
tilstand.

Verdien (E)=T5hw forteller at det er vesentlige bidrag for ganske store kvantetall
N 1 utviklingsformelen for ¥(r,t). Utstrekningen av “orbitalene” som inngir i denne
summen er tildels mye stgrre enn for grunntilstanden. For ¢ =0, T'/2, osv kansellerer
disse bidragene unntatt for sméa r (siden de summerer til begynnelsestilstanden 1), Mmen
for andre tider md vi vente at de ikke kansellerer. Derfor ma vi vente at utstrekningen
av sannsynlighetsfordelingen er vesentlig stgrre enn for grunntilstanden mellom de nevnte
tidspunktene.

eMed en gitt energi E ndr partikkelen klassisk ut til en venderadius r,,,., bestemt av
smw?rl,, = E, slik at

, 2F

Tma‘x -

mw?’
Om vi erstatter £ med den kvantemekaniske middelverdien, far vi da en slags midlere
kvadratisk klassisk max-avstand,

<2 >___2(E)ﬁ150hw

max

3h 2
=100— =100 {?*) = 10072, .
mw? mw? OOQmw <T >9 100775

Det er ikke urimelig & tro at roten av denne stgrrelsen ligger i nserheten av den virkelige,
maksimale kvantemekaniske rms-radien. Vart estimat er altsa at denne stgrrelsesordensmessig
er gitt ved

T'rms,max =~ 10 Trms,g = 100 Trms,b,
altsa 10 ganger sa stor som i grunntilstanden (og 100 ganger stgrre enn i begynnelsestil-
standen).

Oppgave 3
a. eMed

v %xm)x_@) + % x-(Dxs(2)

er koeffisientene (1/v/2 og 1/+/2) sannsynlighetsamplituder. Sannsynligheten for & male
S1. = 3h og etterlate systemet i tilstanden x, (1)x_(2) er da 1/2. I denne tilstanden er

Sz; = —3h, si en samtidig maling av Sy, mé gi Sy, = —1h.
eMed 50/50 sjanse for 4 male Sy, lik +%h 0g —%h i tilstanden x blir forventningsverdien
(Slz >X Z= D’

og usikkerheten (roten av det midlere kvadratiske avviket fra middelverdien) blir

ASy, = 1n.
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b. eDe mulige kvantetallene for dette to-spinn-systemet er

g=0 & m=10, (singlett)
s=1 & m=0, £1. (triplett)

Dette svarer til de mulige maleverdiene
S =h’s(s+1)=0 og S,=hm=0 og

S?=29n% og S,=0,%hA

eMaleverdien for S, = Sy, + S5, er apenbart lik null. En mate & male S, pderjoa
maéle bade Si. og Sa. og sa legge sammen resultatene, og da far vi jo enten +%?1 + (—%h)
eller — 17+ +h. Ellers sier malepostulatet at maleverdien for S, ma veere egenverdien (til
tilstanden y etter malingen):

S = (Gt sgz)% (e (1)x-(2) + x-(Dx+ ()
- % {S1xs (Wx- (@) + X0 (D[Sax-@)] + Stox=(Wxs (2) + x- (DSaex1 ()]}

_ % {8 = Sxe (Dx-(2) + (=20 + Ix-(Dxs @} =0, qed.

c. eFra milepostuletet vet vi tilsvarende at maleverdien for S% ma veere lik egenverdien.
Denne kan vi regne ut vha formelen S? = 8% + 1S, + S_S;. Fra hjelpeformlene

Jelj,m) = k(G Fm)(g +1£m) [j,m £ 1)
folger det at
Sivx+() =0, Siex-(1) =0, Sux-(1) =hx4(1),  Siox+ () = hx-(4),
slik at
S?x = [S2+AS.+ S5 S)x =0+0+(S1—- + S )(S1e + Sy )y
= (S1m+ 52 ) s e (Db ) + A (D )]

= T X 2) F X (DX 2) + X (el +xs (-(2)] = 20

Maleverdien for S? var altsd 2/7; tilstanden y er en triplett-tilstand (med s = 1).





