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Lgsningsforslag

Eksamen 8. august 2009
TFY4250 Atom- og molekylfysikk

Oppgave 1

a. eFor =0 harvienordiner boksfra z =0 til z= L. Energiegenfunksjonene
har formen ¥y, = Asink®z, der
(hkAO))E B h27r2 )

om  2mI?

k,(lO}L = nm, n=12-.- S Er(;o) —

De tre fgrste energiegenfunksjonene ser slik ut:

0 ) ] 0.6 0.8 1
.2 \o q )(/L

eFor 3 #0 har vi enten en §-brgnn (3 > 0) eller en é-barriere (3 < 0). Forutset-
ningen for at en egenfunksjon 1, (z) skal veere den samme som for 3 =0, er at ¥,(z)
er lik null for z = L/3, hvor deltafunksjonen sitter. Kravet er altsa

kO L
sinkPL/3=0  dvs "3 =jm,  j=1,2,8---,
altsa L
n—£§=j7r dvs n=3j, Jj=12-...

Tilstandene 13, Y6, Yo osv pévirkes altsa ikke av deltafunksjonen i det hele tatt, og er de
samme som for g = 0.

b. eFor E; =0 falger det fra den tidsuavhengige Schrodingerligningen at ¥/ er lik null
for x# L/3. Dette betyr at ¢, ma vere lineger unntatt for z = L/3, hvor den har en

knekk:
| 1
|
I
| ' »
? ' X
0 L/3 Z
Like til venstre for knekken er da den logaritmisk deriverte ¥{/y; = 3/L. Like til hoyre
er den ¥} /v = —3/2L. Innsetting i diskontinuitetsbetingelsen gir da

3 3 2mBy gh?

YA ™ = h=r
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oVi kan konstatere at 5—br¢§1r21en med (= erakkurat dyp nok til 4 senke grunn-
tilstandsenergien fra E§°) = ;n—’ig til By =0. @ker vi “dybden” § ytterligere, blir E;

negativ. For 3> 3 ma ¢, nemlig ha en kraftigere “knekk”,

L

0! 02 0.4 08 0.8 PR
XA

og da skjgnner vi at ¢; ma krumme utover fra aksen. Dette svarer til E; < 0.

oEn eksitert tilstand har minst ett nullpunkt, og da er det lett 4 skjgnne at den ma
krumme mot aksen, slik at energien er positiv. (En utoverkrummende funksjon med ett
eller flere nullpunkter kan ikke veere lik null ved begge veggene.)

¢ + /u/ } —
0 £/3 L X

g

o1, og vy har hhvis ett og tre nullpunkter, og ma da veere hhvis 1. eksiterte og 3.
cksiterte tilstand (s og v4).
oFra figuren kan vi lese ut at halve bglgelengden til 12 er ca 0.58 L, slik at
ko - 0.58L =, dvs koL == —7T—.

Tilsvarende ser vi at k4 - 0.53 L er ca 2w, slik at

2m
kaL == 053

Energiene er altsa tilnzermet gitt ved
_ Rk} AMm/058)  APn?

E e s
27 om omL? omL?

- (1.72)2,

og tilsvarende
hem?
By~ —— - (3.77)%
17 omI? (3.77)
Som vi ser er disse energiene noe lavere enn for 3 =0, hvor vi istedenfor 1.72 og 3.77 jo
har 2 og 4. Deltabrpnnen senker energiene til alle tilstandene unntatt de som ikke bergres

i det hele tatt.
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d. eFor a oppfylle grensebetingelsene ved veggene setter vi

v = Asin kx for z < L/3,
| Bsinfk(x—L)] for z>L/3.

De logaritmisk deriverte er da

i’ | kcotkx for =< L/3,
¥ | kcotlk(z — L)] for z>L/3.

Diskontinuitetsbetingelsen for x = L/3 gir dermed

k cot[k(—2L/3)] — kot kL/3 = _T_f S
eller, med kL = v,
U u _g

tan(—2u/3)  tan(u/3)

Denne ligningen kan brukes til & bestemme u = kL for alle de eksiterte lgsningene.
(Grunntilstanden har for den aktuclle S-verdien negativ energi, og ma behandles vha
sinus hyperbolicus.)

eDa vi kjenner wus = kL tilneermet (u2 = 7/0.58 = 5.42), er det en smal sak & finne
en ngyaktigere verdi vha kalkulatoren. Med u lik hhvis 5.43, 5.44 og 5.437 blir venstresiden
i ligningen over hhvis —9.14, —8.97 og —9.02. Et siste forsgk med u = kyL = 5.4385 gir
—9.00065, og dette far klare seg. En ganske ngyaktig verdi for energien til 1. eksiterte
tilstand er altsa
5 4385/m) = o (1.7311)2
(5. /m)* = Izt )

Oppgave 2

a. eMed S;= %ham finner vi at

01 1 1
HXiiZ%ﬁw(l 0)—2(i1)=i%m)>€ﬁ-

Egenverdiene til x.x er altsa hhvis

Il

E, = %hw og E_ —%Tw.

el de stasjonzre tilstandene

—iEst/h oFiwt/2

Xx(t) = xaxe = Xk

er spinnretningene (o ), selvsagt tidsuavhengige:

(Pl=r0onat) =rherres (o= ()= (32))

(idet de to tidsavhengige eksponensialfaktorene opphever hverandre). Vha den oppgitte
formelen for spinnretningen finner vi da, med 2a¥by = £1:

(o), =& Re(£1) + &, Sm(+1) + &, (3 — 1) = &,
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akkurat slik vi matte vente for tilstandene yix.

eDa begge de stasjonaere tilstandene x.(t) og x-(t) er lesninger av den linezre og ho-
mogene Schridingerligningen ih dx(t)/dt = H x(t) for systemet, gjelder superposisjons-
prinsippet;

x(t) = cox4(t) + c-x-(t)

er en lgsning for vilkarlige komplekse (tidsuavhengige) koeffisienter ¢, og c_.
oEn slik linesxerkombinasjon er ogsa den mest generelle tilstanden vi kan ha for dette
spinnet, fordi x45 og dermed x4 (t) danner et fullstendig sett (dvs en basis).

b. eSpinnretningen ved ¢t =20, for tilstanden x(0} = ( 2 ), er selvsagt

(0)y=8:Re(2-0-1)+&,9m(2-0- 1) + &,(|0> — |1]?) = —é..

e Ifplge malepostulatet ma malingen av gi en av egenverdiene og etterlate spinnet i
den tilsvarende egentilstanden. Siden den oppgitte tilstanden er en egentilstand til S,, er
det S, som er malt (i =é&;). Da

(2)-w(3 2)(2)-(2)

kan vi da konstatere at mileresultatet ved t=0 var S, = —ih.
eForventningsverdien av energien i begynnelsestilstanden er

01 0
(E)g = { $hwo ) = thw x}(0)a:x(0) = 3hw(0 1)( ] 0) ( ; ) =0.
Da de mulige maleresultatene er E, = :f:%ﬁw, blir usikkerheten AFE = %hw

c. eoHer er det flere mater 4 gé fram pa. Vi kan f.eks ta utgangspunkt i den generelle
lgsningen under pkt. a, hvor vi ved ¢ =0 har at

0 . _ 1 Cy +cC
X(O)—(1)—C+Xx+C—X—x—\/§(C+__C_ )1

dvs cy+c.=0 og (c;—c )/vV2=1, slik at ¢y =—c_=1/v/2. Tilstanden for
t >0 er folgelig

—iwt/2 iwt/2

+ Cc_X_x€

Xx€
1 1 —wt /2 1 1 Tt
2(1)eom-g () e

B —isinwt/2 \ _ { a(f)

B coswt/2 ) T\ b(t)

oeMed 2a*b=isinwt og |a|*>—|b]* = —coswt blir da spinnretningen

x(t) = ¢4

(o), = é;Re(isinwt) + &, Ym(isinwt) — &, coswt
= @&, sinwi — &, coswt,
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altsd en presesjon omkring z-aksen med vinkelfrekvens w og periode T = 27/w. Som
en kontroll merker vi oss at denne formelen ganske riktig gir at (o), = —é, for t=0.
For t=t,=n/(2w)=T/4 girden (o),,, =8&, For t=ty=n/w="T/2 gi den

(O ) =€ For t=2m/w=T ser vi at (o) har presesert hele veien rundt, til
utgangsptinktet —é;.

d. eVed {=2r/w=T er spinnretningen som nevnt tilbake til utgangspunktet, —é,
Den plutselige endringen av magnetfeltet ved dette tidspunktet betyr at den nye Hamilton-
operatoren blir H'=w'S,, med w'=2w. Spinnretningen vil da starte & presesere
omkring y-aksen, med presesjonsfrekvensen o' = 2w.

e. eVed t=0 erspinntilstanden y_z;en energiegentilstand med energien E.. lf‘w
altsd grunntilstanden, med spinnretningen —é&;. Under den sveert langsomme endrmgen
av magnetfeltet, vil spinnet né holde seg i det som til enhver tid er grunntilstanden for
vedkommende magnetfelt, og vil altsa ende opp i grunntilstanden til Hamilton-operatoren
H' = 2w8y;, med spinnretningen —&,.

eDette er egentilstanden til S, med egenverdi —1h, som flgelig har energien F =
2w - (~3h) = —hw. Denne egentilstanden oppfyller egenverdiligningen

5(3)=(27)(8)--(3),

som gir —b=1ta. En normert lgsning er
-7l
a\-i )

a. eUtgangspunktet er her matrise-elementene

Vis(t) = (mamyna [ V(8)]000) = [, (), W)k, (2) Vi (8) bol)a y)o(z)dbr
z Yoz

h
——i(z og  y¥o(y) =15 —1n(y)
ser vi (med py = ev2himw

Vi(t) o(@)o(y)vo() = —eh [6(t + 5 () 0o(u)volz) + 8 wa(@)vn w)vo()]

Oppgave 3

Da

De eneste ikke-forsvinnende matrise-elementene er altsa
(100|V4()|000) = —eh 8(t + 2%) og  (010[VA(£)|000) = —eh 8(¢);

i begge tilfeller er wy; =w. Innsetting i formelen fra 1.-oredens perturbasjonsteori gir
da, for tg < —7/2w og t>0

1
Qo0 = et [—ehd(t + — }dt =ice P2 =¢
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og
1 pt :
dotg = — / e [—ehd ()] dt = ie.
'lh, in

eOvergangssannsynlighetene er
P = I‘Slmol2 = ¢’ og Poio = €.
Dette betyr at sannsynligheten for & finne oscillatoren i den opprinnelige tilstanden er
Prooo = 1 — 2€2.

Gyldighetskriteriet for 1.-ordens perturbasjonsteori er her at Pygy er nar 1, dvs vi md
kreve at €% << 1.

b. eTil 1. orden kan bglgefunksjonen etter perturbasjonen skrives pa formen

W(r, t) = agooVop(r, ) + V2e % (vlaa(rt) + i whr, ),
hvor siste ledd utgjgr funksjonen kalt ¥, i oppgaveteksten, mens forste ledd er ¥,. En-
ergiene til ¥, og ¥} er hhvis 3fiw og 2fw. Videre er (grunntilstanden) ¥, kulesymmetrisk
og har derfor L, =0. Funksjonen W, kan skrives som en kulesiymmetrisk faktor multi-
plisert med z -+ iy = sinfe'®, og er folgelig en egenfunksjon til Z_ med egenverdi A.
eDen forventede energigkningen er

<E - §m> — hu(Pioo + Poto) = 26%heo,

dvs akkurat like stor som den klassiske energipkningen nevnt innledningsvis, F = ’;’E =
2e2hiw.

efra formelen ovenfor ser vi at sannsynlighten for & male L, lik A er 2¢*. Forvent-
ningsverdien av L, er derfor

(L.) = Pogo - 0+ 2€* - h = 2¢h.

Til sammenligning var den klassiske dreieimpulsen nevnt innledningsvis

2
L=g, 2 =g, 2.
mw





