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Et elektron befinner seg i en endimensjonal boks med en deltafunksjonsbarriere i midten,

00 for |z| > a,

Viz) = { Bo(z) for |z|<a.

Her er
B =200h°/(m.a).

Det opplyses at energiegenfunksjoner i dette potensialet ma oppfylle diskontinuitets-

betingelsen
2m.3

¢,/¢|$:0+ - ¢//¢|$:0* = ?
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a. eForklar hvorfor forste eksiterte tilstand 1)y har samme energi og bglgefunksjon som
for tilfellet G =0, dvsifraveer av deltabarrieren. eSkissér ¢,, og finn lengdeparameteren
a uttrykt ved Bohr-radien ag, nar det oppgis at energien til 1. eksiterte tilstand er en

hundredel av en Rydberg,
h2
E; =0.01 —.
2 2mea3

b. Figuren viser hvordan bglgefunksjonen v, for grunntilstanden ser ut for dette sys-
temet, for = > 0. Fordi [ er sa stor, er ¢;(0) praktisk talt lik null (men positiv).
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elLag en skisse som viser v; for alle z, og angi hvilket prinsipp som ligger til grunn
for skissen. eForklar kort hvorfor ¢ for 0 <z <a kan skrives (f.eks) pa formen
Yy = —Bsinlki(x — a)], og angi formen til ¢y for —a <z < 0. eFinn (uten a gjen-
nomfgre beregningen) en ligning som kan brukes til a bestemme ;.

c. Anta na at dette systemet prepareres i tilstanden
1
V2

ved t=0. eHva blir da tilstanden W¥(x,t) for ¢t > 07

Vi antar at bade 1, og 15 er normerte, og at fasevalget for ¢, er slik at ¢, + 15 er praktisk
talt lik null for = < 0. TItilstanden ¥(z,t) vil sannsynlighetstettheten da oscillere mellom
hgyre og venstre halvdel av potensialet. eVis at periodetiden T for denne oscillasjonen
kan uttrykkes bl.a ved energidifferansen mellom 1. eksiterte tilstand og grunntilstanden,
og finn T' i sekunder, nar det oppgis at FE, — E; ~ 107*A%/(2m.a2). [Hint: Spalt av
en faktor exp(—iFE)t/h) i belgefunksjonen. Oppgitt: 7%/(2mea?) = 13.6 eV, 27h =
4.136 - 1071 eVs]

V(x,0) = —= [¥r(2) + ¥a()]

d. La oss na begynne pa nytt, med a fjerne den harde veggen ved x = a, slik at vi star
igjen med et potensial som er uendelig for z < —a, mens d-barrieren beholdes, slik at
potensialet for x> —a er lik #d(x). Vi preparerer na systemet slik at bglgefunksjonen

ved t=0 er —/2/asinkz for —a <z <0 og null ellers.
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Her er bglgetallet k = 7w/a, slikat (E) = h*k*/2m, = h®7%/(2m.a?). Dersom vi tillater
oss a tenke halvklassisk, vil elektronet sprette fram og tilbake mellom den harde veggen
til venstre og den nesten ugjennomtrengelige d-barrieren med farten v = /2 (E) /me..
eFinn tidsintervallet £; mellom hver kollisjon med barrieren, i sekunder.

For hver kollisjon er det en viss sannsynlighet 7}, for transmisjon gjennom barrieren. Ved
a regne med en bglgefunksjon som er lik e 4 Be=** for 2 < 0 oglik Ce** for = >0

kan det vises at
imef -
C=|(14+—+
( n’k

eBruk disse opplysningene til a finne den numeriske verdien av sannsynligheten T}, for
transmisjon ved én enkelt kollisjon med barrieren. eBruk disse resultatene til a finne et
estimat av “levetiden” 7 for begynnelsestilstanden, som vi definerer som den tiden det
tar fgr sannsynligheten for a finne elektronet i intervallet —a < x <0 er redusert med
en faktor 1/e. Finn 7 i sekunder, og sammenlign med periodetiden 7" funnet under pkt.
c. [Hint: For e << ler 1 — e~ exp(—e¢).]

Oppgave 2

[ denne oppgaven betrakter vi et topartikkelsystem (eller snarere et ensemble av slike),
der begge partiklene har spinn 1 (dvs s; = s9 = 1):

Sil=hyfsis D=2 og IS =yfsalss + 1) = hVE

Ved en maling av S;, og Ss. etterlates dette topartikkelsystemet i én av de 9 tilstandene
|my)|msg), der m; = —1,0,1 og mg = —1,0,1. Her beskriver den forste ket-vektoren
spinnet til partikkel 1, mens den andre beskriver spinnet til partikkel 2.

Gjor vi i stedet en maling av stgrrelsen |S| og z-komponenten S, av det totale spinnet
S=S;+8S, for dette topartikkelsystemet, vil det havne i en tilstand av typen |s,m),

slik at  |S| =hy/s(s+1) og S.=hm. Viantar at alle disse tilstandene er normerte.

a. eSkriv ned trekant-ulikheten som begrenser de mulige verdiene av kvantetallet s
for dette topartikkelsystemet, angi de mulige s-verdiene, og angi for hver av disse de
mulige verdiene av m. Kontrollér at antallet tilstander av typen |s,m) er lik antallet
av typen |mq)|ms), som var lik 9. eHvorfor kan hver av tilstandene |s,m) uttrykkes
som linezerkombinasjoner av tilstandene |my)|my)? eVis at tilstanden [my)|my) er en
egentilstand (ikke bare til S1> S , S, og Ss,, men ogsa) til S, =5, + 5, og bestem
egenverdien.
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b. I denne oppgaven skal vi fokusere spesielt pa tilstandene |s,0) (med m = 0) som er
|s=0,m=0), |s=1,m=0) og |s=2,m=0).
Disse tre tilstandene kan alle uttrykkes som lineserkombinasjoner av typen
5,0) = A[1)[=1) + B[0)[0) + C'|=1)[1),

der koeflisientene A, B og C selvsagt avhenger av s, og der |1)|—1) star for [m; = 1)|mg = —1)
osv. eHvorfor opptrer ingen av de 6 gvrige tilstandene av typen |my )| ms) i disse lineserkom-
binasjonene?

Det oppgis at

S* (A[1)|-1) + B|0)[0) + C|-1)|1))
=K{(A+B)|1)|-1)+ (A+2B+C)|0)|0) + (B+C)|-1)|1) },

der K er et helt multiplum av A (# 0). eBruk denne relasjonen til & finne en formel for
tilstanden [0,0) (= |s=0,m =0)). [Hint: Dette kan gjores uten a kjenne K. Finn B
og C uttrykt ved A, og velg A slik at |0,0) blir normert.]

e Vis formelen ovenfor, og bestem dermed konstanten K. Hint: Fra formelarket fglger
det at S2 =052+ 1S, +S5_5,. Med i=1(2) for partikkel 1 (2) folger det videre at

c. eoFinn de normerte tilstandene |1,0) og |2,0), og kontrollér at disse sammen med
|0,0) danner et ortogonalt sett. [Hint: Dersom du ikke har funnet konstanten K, kan du
sette den lik 2h7 ]

Oppgave 3

En partikkel med masse m befinner seg i utgangspunktet (ved ¢ =07) i grunntilstanden
Yo(x) = (x|0) 1iet endimensjonalt harmonisk oscillatorpotensial V(z) = fmw?2?. Par-
tikkelen utsettes sa for en transient (forbigaende) perturbasjon

Vi(t) = =z pod ().

Denne svarer til et deltafunksjonsformet kraftstgt (“d-spark”) Fy(t) = —0Vi/0x = ped(t),
og en impulsoverfgring py. Det kan vises at kraftstgtet resulterer i en ekstra faktor
exp(ipoz/h) 1 belgefunksjonen, som dermed umiddelbart etter perturbasjonen far formen

1/4
qj(l‘, 0+) = €ipox/h¢0<x) — (m;;) / eipox/hefmwxz/Qh'
T

Tilstanden for ¢ > 0 blir i realiteten en sakalt koherent tilstand, der usikkerhetene i
posisjon og impuls hele tiden er de samme som ved t = 0" (og ved ¢t = 07), nemlig

h 1
Ax = Yoo og Ap, =/ 5hmw.
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a. Problemstillingen i denne oppgaven kan ogsa angripes ved hjelp av 1.-ordens tids-
avhengig perturbasjonsteori: eFinn matrise-elementene

(Vo) = [~ w2(@) Valt) vo(a) da = (n[T3(0)0).

eBeregn overgangsamplitudene ag_.,, og de tilsvarende overgangssannsynlighetene Fy_.,,,
etter at perturbasjonen er overstatt, ved hjelp av 1.-ordens perturbasjonsteori. For a
sette ting i perspektiv kan du uttrykke disse storrelsene ved det dimensjonslgse forholdet
mellom py og 2Ap,,

O_QApx omhw
Oppgitt:
h
=g (a+a)i aln)=valn—1), aln)=Va+in+1).

eHva er, ut fra disse resultatene, sannsynligheten for a finne oscillatoren i grunntilstanden
etter perturbasjonen? eHvilket krav ma stilles til impulsoverforingen py (ev. til ) for at
disse resultatene skal veere gode tilnaermelser?

b. Fra den oppgitte tilstanden ¥(x,0") er det noksa enkelt a beregne de eksakte resul-

tatene for amplitudene (a®*®) og sannsynlighetene (P*). Amplitudene bestemmes av
V(r,07) =X e n(a), ail = (90, 207)) = |7 @) v, 07
elinn a® ved hjelp av integralet
00 1/2 B2
LOO exp(—Ay® + By) dy = <Z> exp <4A> (ReA > 0),

og vis at sannsynligheten for a finne oscillatoren i grunntilstanden etter perturbasjonen
er Pk = exp(—a?). eSammenlign P med resultatet for Py funnet i pkt. a. [Hint:
Pg* kan rekkeutvikles vha formelen exp(z) = Y22 2"/nl.] For a2 >>1 ser vi at
Pg*s gar veldig raskt mot null for gkende . eHva venter du vil skje med den eksakte
sannsynligheten for a finne oscillatoren i 1. eksiterte tilstand nar aq er stor og gkende?

c. Relasjonen a|n) =+/n|n—1) tar i posisjonsrepresentasjonen formen

o () = Viibua(a) . der o= [0 (:h;;)

oVis eksplisitt at operatoren a,, anvendt pa W(z,0") = exp(ipox/h)o(z) gir

1Po

or Yz, O+> - 2mhw

U(z,07) =iag ¥U(x,0").
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eSett inn W(x,07) =3, a®e, () i denne egenverdiligningen, og vis at

a®™ = konst - cks

%]
n ﬁ A, _1,
der konstanten skal bestemmes.

eks eks

d. el'inn den eksakte sannsynlighetsamplituden a{* samt sannsynligheten P;
menlign med resultatetene i pkt. a og siste sp@rsmal i pkt. b. eFinn ogsa PekS og P$*s og
generalisér til P, eAnta at aq er stor, og finn ut for hvilken n sannsynligheten Pﬁks er
stgrst.

, 0g sam-



Vedlegg: Formler og uttrykk

Noe av dette kan du fa bruk for.
Sannsynlighets-strgmtetthet

j(r,t) = Re \IJ*(r,t),EV‘II(r,t) .

mn

Stigeoperator-relasjoner for dreieimpuls

Teljym) =R/ Fm)(G+1£m) |jomE1); I =T4nl+J T, = Pl +J, ] .

Malepostulatet

(i) De eneste mulige verdiene som en maling av observabelen F' kan gi er en av egenverdiene f,,.

(ii) Umiddelbart etter malingen av F' er systemet i en egentilstand til den tilhgrende
operatoren F, nemlig en egentilstand som svarer til den malte egenverdien f,,.

Harmonisk oscillator

Energiegenfunksjonene for potensialet V = lmw?2? (—oco0 < 1 < o0) oppfyller egen-

2
verdiligningen
-+ smw xQ—(n%—;)hw] U (z) =0, n=0,1,2,..,
x

med lgsninger pa formen

mw\/4 1 2 T
o —mwz=/2h .
(@)= (T ) g ), €=

Ho(g) =1, Hl(f) = 2¢, HQ(@ = 452 -2,

Utgangspunktet for tidsavhengig perturbasjonsteori

Med en Hamilton-operator H=H,+ V(t) kan den eksakte lgsningen utvikles i de up-
erturberte stasjonaere lgsningene:

U(r,t) =) an ()T (x, 1),

der .
TO(r,t) = Po(r)e Bt Ho(r) = Eptb(r).

Det eksakte ligningssettet for utviklingskoeffisientene er

i O S Vi (Bant); wre = (B~ B/



Vin(8) = (el V(0)1n) = [ 0F V(tin dr

Med a,(ty) = d,; oppfyller den eksakte amplituden ligningen

1 b
as(t) = 0pi+ = > / eI Vi () an () dt
n Jto

Til forste orden i perturbasjonen er da amplituden ay = a;—; gitt ved

1t
i—f — 5 4 e writ Vz t/ dt/
Giny = Opit 53 | €IVl
Noen fysiske konstanter
T _10 e? 1
= = — =0.52 1 : = = :
o mee? a mec 0.529 > 107 m « dreghe  137.036°
c=12998 x 10°m/s;  h =0.6582 x 10" ®eVs;  m, = 0.5110 MeV /c*.
2
—— ~ 13.6 eV.

2
2meag

Tidsutvikling av forventningsverdier

)-funksjonen og sprangfunksjonen

Low =ity [ s



Exam FY2045/TFY4250 4. december 2010 - solution 1

Solution to

Exam 4. december 2010
FY2045/TFY4250 Quantum Mechanics I

Problem 1

a. ®A bound state for this potential must have energy FE < 0. For x # 4a, the
time-independent Schrodinger equation then takes the form

2m 2mFE
% = ?[V(ﬂc) - EW’E = - 72

————
>0

Up =r%pg, with k= —-\/2m(-E).

The general solution for the region = > a has the form
Vp=Ce "™+ De"™.

Here, we must set D = 0 in order to have a solution that does not diverge when = — oo.
This is what we wanted to show.

AFor —a < x < a, asymmetric energy eigenfunction must be a symmetric combi-
nation of e and e™"*  and this is precisely the given form

A
g = Acoshkx = 5(6’“ +e "), qed.

Abor = < —a, the energy eigenfunction must have the form C’e"*. This implies
that the energy eigenfunction does not have any node in the regions * < —a and z > a.
Any possible node must therefor occur between the two wells. Since the above solution
for —a <z < a is also without nodes, it follows that the only symmetric bound state is
the ground state, without nodes. If a next symmetric bound state were to exist, it should
have two nodes (for —a < < a) and that, as we see, is impossible.

b. ®&An antisymmetric bound state must for —a < x < a be an antisymmetric linear
combination of e** and e "%:

B
Y= 5(6"” — e ") = Bsinh k.

Then, /B is positive for 0 < x < a and negative for —a < x <0, and thus in the
region between the wells has only the single node at the origin . From the above discussion
we then realize that an antisymmetric bound state can have only one zero. This means
that we can at most have two bound energy eigenfunctions, one symmetric, and possibly
one antisymmetric.

AFor [ = [y, the wells are just too “weak” to make the first excited state a bound
state. This means that the energy of the first excited state is in this case equal to zero.
From a we then have -

m
w// _ h2 w -0
outside the delta-function wells, so that ¢ becomes linear everywhere, except for x = +a,
where it has kinks. Because the solution is not allowed to become infinite (for x — +00),
it follows that it must look like this:




Exam FY2045/TFY4250 4. december 2010 - solution 2

With ¢(a) =C, ¢'(a™) =0 and ¢'(a”) = C/a, it follows from the given discontinuity

condition that )
C 2mp, h
0-—=-0¢0 e = —.
a h? bo 2ma
For (> (3;, we have a bound antisymmetric state with energy FEs < 0. This energy
eigenfunction will curve away from the axis (except in the points = = +a). For g < [,
only the ground state is bound, while the first excited state is as sketched above. (The

energy spectrum is continuous for £ > 0.)

Problem 2

a. ®Suppose that the piston is at the position a. The ground state for particle 1 then
has the form

Y = Asink,x sinkyy sink.z,
where kya =m, kyL,=m og k,L,=m. Particle 1 then has the energy

n? e (1 1 1
Ei=—(K+E+Ek)= —+ =+ .
L= g e TR TR = 0 2Tt

In the same manner we find that the particle in chamber 2 has the energy

g LS S
T om \(L,—a)? L2 L2)

so that the total energy of the two particles is

R2r? (1 1 2 2
E(a)=E, + E, = T L IR I I
(a) 1+ Lo om (a2 + (L. —a)? + Iz + L§>

This energy is minimal when

4 (L + )z 2 L + 1 |- 0
da \a> (L, —a)?) a3 (Ly—a)3|
which is satisfied for a = L, — a, that is for
a=ay=L,/2.

[Tt is easily seen that the second derivative here is positive. Thus the energy really has a
minimum, just as we expect intuitively.]
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b. ®&If we imagine that the piston is moved an infinitesimal distance da, the external

force F, will do a work which leads to a net energy increase dE = F,da for the two
particles. Thus (from the calculation in i a),
dE(a)  h*r? 1 1
F.(a) = = -2 - =
(@) da 2m (Ly —a)® a

At the equilibrium position, a = ag = L,/2, this force is of course equal to zero.
&For a=a; =L,/3, the force is

hr? 1 1] 727 RPA?
(L, — L,/3)%  (L/3)*| 8 mL3
The sign tells tells us that this force point to the left; when chamber 1 is only half as long
as chamber 2, the quantum pressure is highest in chamber 1.
A With 8 bosons in chamber 1 and only one in chamber 2, the energy in chamber 1

becomes 8 times larger than above, since all 8 bosons can be in the lowest one-particle
state, even if they are identical. Thus this system has a total energy

K272 [ 8 1

Fo(La/3) =

m

E(G) :SEl +E2 = —

2 2
o S+ 16(1/L% + 1/Lz)] .

2 L, —a

This is minimal when

afs . 1 ] 0 1 8]
da |a?  (Ly—a)?| ~|(Ly—a)® a3|
which is satisfied when a® = 8(L, —a)3, that is, when a = 2(L, —a), that is, for

a=ay=2L,/3.

Problem 3
a. &With

1
_ [ cosz0 ) _ [ ao
o=(55)=(i)

we have that 2a;by =sinf and |ag|? — |bg|> = cos@. The spin direction immediately
after the measurement then is

(o), =xRe(2agbo) + ¥ Sm(2ag by) + 2z (|ao|* — |bo|*) = xsind + z cos 6.
MWe calculate

sinf —cosf sin %9

4, [ cosBcoszf+sinfsingd \ [ cos(0—30) \
N 2h<sin9c05§9—cos€sm;9 =3 sin(0 — 1) = 57 x(0).

i 1
S- (o), x(0) = %ha-(&sinQ—i—icos@) X(0) = %h ( cosf sinf > ( cos 30 )

Thus the initial state x(0) is an eigenstate of S- (o ), with the eigenvalue 1A.

& According to the measurement postulate, the measurement of S-n must give one of
the eigenvalues :l:%h and leave the spin in the corresponding eigenstate. We can then
conclude that the measurement direction was 0 = (o), =X sinf +2z cosf), and that
the measured result was S-n = —i—%h.
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b. ®&The state of the spin for ¢ > 0 must be a linear combination of the two stationary
states of this system:

v i c 6—iwt/2
X(t) = coxqpe ™ 4 ey e = ( ;_ewtm :
Here we have used the energy eigenvalues E, = wS, = i%hw. For t =0 we then have

1
x(0) = ( cos 50 > = ( “+ ) = Cy = COS %0, c_ = sin %9,

. f
sin 59 c_

so that the state for ¢t >0 is
19 ,—iwt/2
coszfe a
X( ) < sin %eezwt/Q ) < b )
With 2a™b =sinfe™! and |a|? — |b|? = cosf, the spin direction at time ¢ then is

(o), = %xsinf coswt+y sinf sinwt + z cosd

= (x coswt+y sinwt) sinf + z cos 6.

Here, we see that the spin direction precesses around the direction z of B with the angular
frquency w.

c. ®&From the formula for x(¢) we see that x(27/w) = —x(0). This change of sign of
the spinor gives exactly the same (o) = xfoxy asat t=0, in agreement with the
formula for (o ),.

A We remember that the measurement of S-f = S:(X sinf + zcosf) = 11 leaves the

system in the state
1
_ [ cos 50
x(0) ( sin %9 '
1

In analogy, the measurement of S-n' = S-(x sinf’ + zcosf’) = -h will leave the system

-2
in the state
[ cos %(9’
Xafter — sin %9/ .

& The probability amplitude of the latter result is the projection of the state before
the measurement onto the state after the measurement, that is,

T 1/ <1/ — COS %9 10 1
A = XlgerXbefore = (cos 50" sinz0') [ sinto | =~ cos(16' — 16).
2

Thus the probability is

P = |A]> = cos®(30' — 360) = 3[1 + cos(¢' — 0)] = 3[1 + n’-n).
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Problem 4

a. @By using the eigenvalue equation and its adjoint, (V¥]al = o™(¥|, we find that the
expectation value of z in the state |¥) is

h h
=/ —— (T|(af U) =/ — (o e.d.
(0) =\ 5 (Wllal +a)|¥) =[5 — (@* +a), qed

Similarly, we find that

<px>:iW<W|(al—ax)|W>Zi\/msw(a*—a), Ge.d

#Using the commutator relation a,al, = 1+ ala,, we find that

h h
Z/['\2 = O (a/l + CLw)(CLL + ax) = 2 (a/lal + aza; + 20/;[3011 + 1)7

and similarly that
9 _mhw

Dy = 5 (alal + aga, — 2ala, —1).
This gives
(a?) = i[(a*)Q +a?+20%a+ 1) = i[(a* +a)?+1]
2mw 2mw
and

() =201~ (a* ~ o).

Using these results, we find the uncertainties

h mhw
Azx =/(2?) — (z)’ = \/7 PN
x (22) — (z) S an ; e
which give AzAp, = %h.
b. @&The probability density of the initial state,
|\Ilb<'r7 Y, 0)‘2 = Cgeimw(xfb)Q/he*mwyz/h’

is symmetric with respect to the line z =0 and also with respect to the line y = 0.
This means that

(z)g=1b and ()9 =0
& Calculating
pr _ e, o
a? Wy (z,y,0) = o7 <$ + — 83:) Wy (,y,0)
mw h
=\ (m — m(mw(m - b)/h)) Uy (z,y,0)

mw
= — bW
9, b b(zvyu 0)7
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we see that the initial state is indeed an eigenstate of aP", with the eigenvalue

mw

In the same manner we find that
W h O
Py = — — |
ay b<x7y70) " <y+ mw ay) b(ﬂf,y,O)
mw

h .
= Vo (y + m(—mwy/h + zmwb/h)) Uy (z,y,0)

mw
= iy —— b .
[ o b b(l',y,o)

Thus the igenvalue of a}' is

a,(0) =1 T;L—;J b=1ia,(0), q.ed.

c. ®&From the above results, it follows that

(z),=\|— {ax(t) +a (t)} = 2:%0 - 2%te (ax(()) e”""t> = bcoswt

and

(y), = 27771(4) {O‘y(t) + a;(t)] =1 27771(,«) - 2%te (iaz(O) e_i‘“t) = bsinwt.

As a check, we note that the values for ¢ =0 agree with the results in b.
ASince
(@) + (y); =1,

we can state that the expectation value of the position is moving in a circular orbit with

radius b, and with angular velocity w.

& We start by noting that the product of the two one-dimensional solutions reproduces
the initial state specified above. Then it only remains to show that this product satisfies

the time-dependent Schrodinger equation: Inserting, we find that

lihgt - ﬁ] Wy (2, 1) Wy (y, ) = liﬁgt ~H® — ﬁ(y)] Vs (2, 1) Ty (y, 1)

) L 0
— [ 0] 00+ 0t 00

ot ot

= d, q.e.d.

= |(ingy ~ ) w0 w000+ a0 (05 F) w400



