Eksamen i Klassisk feltteori, fag TFY 4270
Onsdag 26. mai 2004
Lgsninger

la) Sammenhengen mellom koordinattiden ¢ og egentiden 7 er at

2
dr =dt /1- .
C

Den relativistiske impulsen er

Hamiltonfunksjonen er

2 2 2
mu v mc
H=p v—L=—uo=+4mc®/l- = =
2 c2 2
1 - b 1- 1
c? c?
Siden
9 m2v? m2cv?
P = =
1— ﬁ 2 —v?’
2
har vi at

2 2
V2 = pb-c
p2 + m2c2

H =c\/p?>+m2c .

1b) Symmetrier og tilhgrende bevaringslover, i folge Noethers teorem:
— Translasjonssymmetri i tid og rom, impliserer bevaring av energi og impuls.
— Rotasjonssymmetri, impliserer bevaring av dreieimpuls.
— Diskrete refleksjonssymmetrier, som ikke impliserer bevaringslover, er tidsreversjons-
symmetri og paritetssymmetri.

Innsatt gir det at



1lc)

1d)

Tidsderivasjon av definisjonsligningene

= Vr2+a?sinf cosp,
y = V12 +a?sinf singp,
z

= r cosf ,

(der a selvfplgelig er en konstant, selv om det ikke ble sagt i oppgaveteksten) gir at

7 .
T = ———=sinf cosp + 0 V1?2 + a? cost cosp — p V1?2 + a? sinf sinp ,
s P40V P9V ¢
Yy = T sing sin 4 0 v/r2 + a2 cosf sinp + ¢ V12 + a2 sinf cos ¢ ,

Vr? +a?
5 =7 cosf — Or sinf .
Néir vi regner ut v? = &2 + 2 + 22, forsvinner mirakulgst alle kryssledd (med 1'"9, 7Y 0g
0p), og vi star igjen med
5 (r? + a?cos?0) i 9

U= 2+ g2 + (1 + a*cos?0) 62 + (r? + a®) sin?0 * .

La oss skrive Lagrange-funksjonen som L = —mcw, der w = v/c2 — v2. Da har vi at

0L ov? d
p‘p = % = % é = % 2(7“2 —+ a2) S]n20 SO = m(’r2 + (12) Sln29 % y
idet wdt = cdr.
At p, er en bevegelseskonstant, fglger direkte av Euler-Lagrange-ligningen

oL _d oy g
dp dt \op)
siden ¢ er en syklisk koordinat, dvs. at L/d¢ = 0.

Den ansvarlige symmetrien er rotasjonssymmetri om z-aksen. Fglgelig er p,, lik dreieim-
pulsen om z-aksen.

Definisjonen av P, gir at
0L mc o o dz?
BT o _%(wa + Gou ’) = M Gpe T
Eller omvendt,
R
dr m

Definisjonen av P, sammen med Euler-Lagrange-ligningen gir ogsa umiddelbart at

i _d oLy oL
ot ) Oxt

mc

- DO
——— Gpo,u T'T
2w 7P

du  du

i@
Merk at vi skal derivere L med hensyn pa x* ved konstant hastighet ¥ = dz” /du.
Nar vi multipliserer denne ligningen med ¢/w og bruker at wdu = cdr, far vi at

dP,  m  daf da” 1 oA Lm
O z—Egpg,uEEZ—%gpa,ug’)“g PHPA:%Q e
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2a)

2b)

Vi bruker identiteten
A A
Gpon 9™ 97 = =90
som bevises ved derivasjon av identiteten

9po g = 5;‘ .

Vi ser na at Euler—Lagrange-ligningene er ekvivalente med Hamiltons ligninger

det  OH' dP,  oH'

dr 9P, dr | daklp’

med Hamilton-funksjonen
1
H =—-——g¢"P,P,.

2m
Merk at vi skal derivere H' med hensyn pa z* ved konstant impuls P,, og ikke ved
konstant hastighet dz* /du.

Merk ogsa at den vanlige definisjonen av Hamilton-funksjonen H, nemlig
H=Pja"—-L,

ikke fungerer i dette tilfellet, fordi den gir H = 0 identisk. Den Hamilton-funksjonen
H' som vi bruker her, er simpelthen definert slik at den gir de riktige bevegelseslig-
ningene nar egentiden 7 brukes som tidsparameter. Dette poenget burde kanskje ha
veert papekt i oppgaveteksten, det ville ha forhindret at noen lot seg lure til a bruke
relasjonen H' = P,&" — L, som ikke er korrekt.

Hvis vi setter inn r = konstant og ¢ = konstant i linjeelementet ds?, gir det at dr = 0
og dyp = 0, folgelig

R
ds® = Adt* = (1 - M) A di® .
r
Nar r < Ryy, gir dette at ds? < 0, altsa har vi et romlikt intervall. Det betyr i sa fall
at partikkelen beveger seg med hastighet stgrre enn lyshastigheten, og slike partikler er

enna aldri observert, selv om de har fatt navn og kalles tachyoner.

(Merk en trykkfeil i oppgaven: det burde sta g1 = —D og ikke goo = —D.)

Hvis vi setter inn ¢ = konstant og ¢ = konstant i linjeelementet ds?, gir det at dt = 0
og dyp = 0, folgelig

r2 dr?

ds? = -Ddr’ = —————— .
y " r2 — Ryr + a?

Nar r_ < r < ry, gir dette at ds?> > 0, som betyr at r er en tidskoordinat. Det betyr
videre at en partikkel som faller innover forbi r» = r, aldri kan snu og bevege seg utover
igjen, fordi den ikke kan bevege seg bakover i tiden. Altsa er » = r en horisont, som det
er umulig for en utenforstaende & se forbi, og denne horisonten er til stede uavhengig
av hvilket koordinatsystem vi bruker. Den andre spesielle verdien, » = r_, er en “indre
horisont”, som ogsa er koordinatuavhengig.

Vi ser at Schwarzschild-metrikken er et grensetilfelle av Kerr-metrikken bl.a. ved at den
statiske grensen r = Rj; og horisonten r = r faller sammen.



2c) Med koordinatene xz° = ct, x! = r, 22 = ¢ har vi den metriske tensoren

2d)

goo 9go1 902 A/2 0 BJe
Guv = | 910 911 G12 | = 0 -D 0
920 921 922 B/e 0 -=-C

For & finne Hamilton-funksjonen H’ ma vi finne den inverse matrisen g"”. I dette tilfellet
er det ikke vanskeligere a invertere 3 x 3-matrisen g,, enn a invertere 2 x 2-matrisen

A/c® Be
B/e —-C )

C2/(AC+B?) 0  Bc/(AC + B?)
gt = 0 -1/D 0
Bce/(AC + B?) 0 —A/(AC+ B?)

Nar vi definerer P; = cFPy, P, = P, og P, = P, gir det at

Vi har at

A A(AC+B?) D

j; —— .
AC + B2 D 2m

1 (CPtQ+2BPtP<P—AP(p2 pf) 1 <Pt2 (AP, — BP;)? P2>
2m .

Merk at regningen blir en liten smule enklere, ved at vi unngar de ekstra faktorene c og

c?, hvis vi bruker koordinatene z° = t, z! = r, 22 = ¢, som gir den metriske tensoren
A 0 B
gw=1 0 =D 0
B 0 -C

Hamiltons ligninger:

dt OH'  CP,+BP,

dr — 0P, m(AC + B?)’

dp, ol _

dr ot ’

dp  OH' BP, — AP,
dr ~ 0P,  m(AC+B?)’
p, _ oH' _

dr O ’

Som vi ser av disse ligningene, er P; og P, bevegelseskonstanter fordi metrikken er uav-
hengig av t og .

At metrikken er uavhengig av t, vil si at den er tidstranslasjonsinvariant, og den be-
varingsloven som hgrer sammen med denne symmetrien, er energibevaring. Altsa er P,
energien til partikkelen (i hvert fall proporsjonal med energien).

At metrikken er uavhengig av ¢, vil si at den er rotasjonsinvariant om z-aksen, og
denne symmetrien impliserer bevaring av z-komponenten av dreieimpulsen. Altsa er P,
dreieimpulsen om z-aksen.



2e)

3a)

At H' = —mc?/2, gir at

A AAC+B?) D

Sa lenge A > 0, gir det da direkte at P,2 > Am?2c?.

I grensen r — oo vil A — ¢?. For at partikkelen skal kunne bevege seg uendelig langt
bort, mé derfor P,2 > m?2c* (husk at P; er en bevegelseskonstant).

I grensen r — oo har vi dessuten at

dt  CP,+BP, P,
Rl el L 2
dr m(AC + B?) mc?

Men bare dt/dr > 0 gir fysisk mening, fplgelig ma ogsa P; < 0 i grensen r — oo. Altsa
ma P; < —mc? i denne grensen.

oL d (oL _,
o dxr \ ¢, )

Euler-Lagrange-ligningen

blir som fglger:

1 3 0 pv up _
5 |2h2d —4Mg” — o (17 6+ dm)} =0.

Den kan ogsa skrives slik:

NP Gup — Ao+ 2M40> =0, (1)

eller slik: )
1 0%  _» 3
— =5 —Vo—2A 200° =0.
2 o2 ¢ 2¢+ 4¢
Den mest apenbare lgsningen er ¢ identisk lik 0. Spgrsmalet om denne lgsningen er
stabil eller ikke, er et spgrsmal om hva som skjer etter hvert som tiden gar dersom ¢
er litt forskjellig fra 0 ved ett tidspunkt. Det aller enkleste vi kan gjgre for a undersgke
stabiliteten, er & anta at ¢ er konstant i rommet, slik at V2¢ = 0. Tidsavhengigheten
til ¢ er da gitt av ligningen
199, ¢ +2M¢° =0
c2 ot? 2 wem
S& lenge ¢ er liten, kan vi se bort fra leddet med ¢3 i denne ligningen. Dermed star vi
igjen med den lineariserte ligningen
¢
w —c" A0 =0,

som har to eksponensielle lgsninger ¢ = ¢g etvR2ct Ett eneste eksempel pa en lgsning
som starter naer ¢ = 0 og beveger seg bort derfra, f.eks. eksponensielt slik som (den
tilnsermede) lgsningen ¢ = ¢y e\/g’”f7 er nok til & vise at ¢ = 0 er en ustabil Igsning.



3b) Det som interesserer oss mest her, er energitettheten

oL oL
Too = 770p%¢,0 —noo £ = %Cio —L=(¢0)? L
= % <(¢,0)2 + (Vo) — Xoop® + )\4¢4) :

Vi ser at bade den tidsderiverte ¢ o og den romderiverte V¢ gir ikke-negative bidrag
til energitettheten. For & minimalisere energitettheten antar vi derfor at ¢ er konstant,
uavhengig av bade tid og rom, det gir at

1 2 4
Too = 5 (—A26” + Mg') .
Men vi er ikke dermed ferdige med minimaliseringen. Hvis ¢ = 0, sa er Tyy = 0, men

dette er ikke den minste mulige verdien. For & finne minimum, setter vi

00 ap 4200 = 0.
1 20+ 2M40° = 0

I tillegg til ¢ = 0, som altsa ikke er et minimum, har vi to andre lgsninger,
| A2
=422
¢ 204

T()() = % (—/\2¢2 + )\4¢4> =

som gir

A7

8\y
Merk at her skal vi minimalisere energitettheten ikke som funksjon av tid og rom, men
1 hvert punkt 1 tid og rom som funksjon av feltet ¢, som vi tar til & veere konstant i tid
og rom. Her har flere latt seg forvirre.
De to konstante feltkonfigurasjonene ¢ = £4/\2/(2\4), som minimaliserer energitett-
heten, er faktisk lgsninger av feltligningen. Det er selvsagt ingen tilfeldighet, men har
sin dypere grunn, nemlig at ligningen d7p9/d¢ = 0, som bestemmer minimum av Ty,
er identisk med Euler-Lagrange-ligningen (1) i det tilfellet at feltet er konstant i tid og
rom. Nar feltet er konstant i tid og rom, sa er energi-impulstensoren 7}, proporsjonal
med metrikken 7, nemlig:

oL
T,uz/ = MNvp % ¢,u - 77;w£ = —77;“/5 .

Nar sa den konstante feltverdien ¢ = £+/Aa/(2\4) er slik at £ # 0, nemlig

1 A
L= (dap? = \ot) =2,
5 ( 20 49 ) S\
sa betyr det at bidraget xT},, = —rg,, £ i Einsteins gravitasjonsligning

G = Aguw + T

har ngyaktig samme form som bidraget Ag,, fra den kosmologiske konstanten A.



