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REFLEKSJON OG TRANSMISJON

Utgangspunktet for diskusjonen i dette kapitelet er Maxwells ligninger. Disse forer til at
tangentialkomponentene av E og H er kontinuerlige, noe som igjen er grunnlaget for
utledning av Fresnels formler. Alt dette anses kjent.

Vi skal na se litt pa refleksjon og transmisjon til en tynn film pd en overflate. Systemet er
illustrert i figuren under.
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Den innfallende bolgen E;j reflekteres ved den forste flaten. Noe transmitteres, reflekteres

ved den indre flaten, transmitteres ved flate 1 etc. Vi far en sum av delbglger: (NB! Vi
summerer feltamplituder)
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Ved & bruke Fresnels formler kan r-ligningen forenkles,
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Fra Fresnels formler f&s at 1512 + tot]o = 1. Dette forer da til
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291 er faseforskjellen mellom belge 1 og 2. Ut fra geometri/optisk veilengdeforskjell blir
den
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Forskjellen i optisk veilengde er gitt av figuren:
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Dette gir dad; = Tnldl COs (p; som angitt ovenfor.

ro] 0g r12 er refleksjonskoeffisientene ved grenseflaten 0,1 og 1,2. Disse er da gitt av
Fresnels formler
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En dobbelfilm kan nd lases ved rekursjon ved at vi lar refleksjonen fra baksiden av film nr.
1 veere gitt av formelen for et filmdekt substrat.
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settes dette inn fas:
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Dette blir komplisert etter hvert. Vi gar heller over til en matriseformalisme. Denne
formalismen viser seg & vaere bedre egnet for et system som inneholder mange filmer.

MATRISETEORI FOR TYNNE FILMER

Vi skal her utlede et uttrykk for transfer matrisen for en tynn film. Se pa folgende situasjon:
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Vi har en film av tykkelse d. Systemet bestar av en innfallende belge med E-vektor Eo

og innfallende k-vektor ko, en tilsvarende transmittert og reflektert i filmen, en
transmittert i det tredje mediet og en reflektert i det forste mediet. Vi bruker
kontinuitetsligningene fra Maxwells ligninger:

Etang er kontinuerlig, Htang er kontinuerlig. Videre fas fra Maxwells ligninger:
kxE=puoH = H=Z,InE Zy er overflateimpedans

n er brytningsindeks

Kontinuitetsligningene anvendt pa forste grenseflate gir:
Eo + Eo'=Ep + Ey’ (D
Hy,-Hy'=H7p-Hy' (NB! Retn. av H gitt av retn. av E)

Bruker Hx nE =



Andre grenseflate:
Ere* +Eye ™ —E7 (I11)
Hyel*€ - Hy e _ Hp
n1Eq elld n1E7’ e ikd - nTET (Iv)

Vi leser ligningene (I) - (IV) med hensyn pa E,' og ET, eller rettere sagt vi omformerer
ligningene pa folgende mate

0. (Eq +Eq')coskid + (E1 - E7') i'sinkyd =ET
IV:  nj(Eq-Eq')coskqd + n1(Eq + E7')i-sinkjd = nTET

Vi eliminerer feltet inne i filmen for 4 fa transfer matrisen. Dette gjores enklest ved forst &
lose ligningene ovenfor m.h.p. Eq' + Eg og Ej - Eq'.

Dette gir etter noe omforming;:
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Skrevet pa matriseform blir dette
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Men E—O er refleksjonskoeffisienten r og ET/E er transmisjonskoeffisienten t
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er transfer matrisen for den tynne filmen. For et system av mange filmer er den totale
transfermatrisen gitt som et produkt av flere matriser

|

Vi kan sédledes lett beregne r og t for sveert kompliserte system ved & multiplisere 2x2
matriser.
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Hver matrise er av formen
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Dette utmultipliseres og gir

1+r=(A+nTB)t
no(l-r)=(C+nD)t
Lost for r og t far vi:

_ Ang +Bngnt -C-Dnry

~ Ang +Bngng + C+Dnjy
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Det fysiske innhold/dens transferkarakter er lettere & se om vi skriver ligningen pa

folgende form
Ey =[Er
bl | T

Eo +Eo' =Eol  er totalfeltet ved forste flate etc......
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Transfermatrisen overforer sdledes feltet fra en grenseflate til den neste.

For ikke vinkelrett innfall kan vi utvikle den samme teorien. Vi starter med det samme
antall belger, tar ¢ til & vere innfallsvinkel. Grensebetingelsene er de samme,
tangentialkomponent av E og H er kontinuerlige.

Her ma vi na skille mellom to tilfeller, s og p polarisert lys. Dette forer til folgende (utled

det selv!)

p Polarisasjon:

cos cos — [cos
[ CPO]Jr[ cPOr:Mp[ CPT]t
Ng -1y nr
med
= cosf _—isin B
M, =
—-ipsinff  cosp
B = kyd cosq, p=n;/ cosg,

n1 er brytningsindeks i filmen
@4 er vinkel i filmen

Dette gir til slutt:

Angcos@t + Bngny — Ccos @y cos@ — Dn cosg,
r —
p

~ Angcos @p +Bngny + Ccos gy cos@y + Dy cosg,
og en tilsvarende ligning for tp,.

For s polarisasjon:

I'=1\=/Is
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M; har samme form som Mp, men med



B =kyd cosg, P =Ny cosqy

0g

Ang cosgq + Bngny cosgycosgpr — C—Dnycosgr

" Ang cos@q + Bnony cos@g cosy + C + Dny cos @
Igrensend = 0blirA=D=1,B=C=0

no COS@T — N COSCPO

P ngcosgr + npcosgg

Ny COS @y — N7 COSP
Y. =
N COS ¢y + N COSPT

Dette er intet annet enn Fresnels formler for refleksjon fra en filmfri flate.

ANTIREFLEKS BELEGG

Systemet er vist pd figuren under. Vi tar vinkelrett innfall
Der har vi vist at:

Film di A

Substrat n
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‘e Any +Bnny - C-Dn
Ang+Bnny +C+Dn

A =cosk,d C = -in; sink,d
- Zsink,d D-=A
ny

Innsatt fas:

n;(ng -n)coskd -i(nng - n%)sin kd

n;(ng +n)coskd —i(nng + n%)sin kd

Vtard=A/4 — coskd =0, sinkd=1.0
Dette gir:

e (nny -n?)
(nng +n?%)

Nar n;=4ngn blir r=0

Dette er grunnlaget for antirefleksbelegg pa linser etc. Slik som beskrevet her virker
belegget bare for L[]innfall, og p.g.a. dispersjon og ogsa bare ved en A. For & fa til et
bredbands antirefleksbelegg md man ga til multibelegg. Dette kommer vi tilbake til senere.

HOG-REFLEKTANS BELEGG

For laserformal behoves belegg med heg refleksjonsevne. La oss derfor se pa felgende
system

= n
no=1 L | NH| NL ng, | nyg nr=1

—

Vi har et system som bestdr av belegg med vekselvis lav og hey brytningsindeks. For et
slikt system gjelder
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La oss velge tykkelsen slik at hvert belegg er en kvart belgelengde tykt. kjdj=m/2.

-1

For 2N lag fas for den totale transfer matrise:

o Sl Al AN, AT

Produktet av 2 nabomatriser blir av formen

-nNy / np, 0

0 —nL/nH

Denne er diagonal og produktet av vare 2N matriser blir derfor

N

-ny /ng 0 (-ngy /HL)N 0

0 (-np, / nH)N

Mon =

0 -ny, /nH
For refleksjonskoeffisienten gir dette:

_ (—nH / nL)N —(—HL /nH)N
(—nH / nL)N +(—nL /nH)N

og intensitets refleksjons koeffisienten R

2

_2 1—(HL/HH)2N
Rer _[1+(nL/nH)2N

Vi ser med en gang at R =1 ndr N blir stor.

Vi har ikke tatt med substratet i denne siste beregningen. Dersom vi gjor det vil vi finne at
det er av betydning hvilken film som er ytterst; en hogindeksfilm eller en lavindeksfilm. I
beregningen ovenfor startet er en lavindeksfilm ytterst. Tar vi med substratet finner vi en
refleksjonsevne:
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ko [A=Dn T 1=ty /n)™n, T
- _[A+DnTj [1+(nL/nH)2NnTJ

Med en hogindeksfilm ytterst derimot far vi refleksjonsevne gitt som:

2

, [A-Dn,1" [1-(n,/n,)™n,]

Re=r =lA+DnTJ B |_1+(nH/nL)2NnTJ

Ut fra disse formlene ser vi at hogindeksfilm ytterst gir hogst refleksjonevne.

En viktig parameter er den sdkalte bAndbredden av et filter. Det kan vises at den er gitt av:

ssing— da A=A,

der A\ er bandbredden av filteret. Det er saledes kontrasten mellom brytningsindekser som
bestemmer bandbredden.

Figurene under viser to hegreflektansfiltre med henholdsvis 9 og 19 lag.

Design wavelength= 4600 A9 layers
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BANDPASS FILTER

Et typisk bandpass filter er satt sammen av to hogreflektansfiltre og et sdkalt Fabry Perot
interferometer; se figuren.

Film

Subsftrat
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Opplesningsevnen av hogreflektansbeggets R. Dette gir mange mulige konfigurasjoner og
to er vist pa figuren.
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FLERE ANTIREFLEKSBELEGG

Vi har tidligere sagt at vi skulle komme tilbake til antirefleksbelegg med bedre bandbredde.
Et eksempel er gitt pa figuren.
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Fordel er som allerede sagt en storre bandbredde enn det som er mulig ved en enkel film.

Vi kan ogsé lage antirefleks av

— — — substrat.
4 2 4
Eks.: MgF, ZrO, CeF, pd glass

n=137 21 1.63

VEKSELVIRKNING MELLOM ELEKTROMAGNETISK STRALING OG MATERIE

Vi skal i dette kapitelet gd inn pa begrepet vekselvirkning mellom elektromagnetisk
straling og materie. Responsfunksjonen har en del generelle egenskaper som kommer av
at responsen er kausal; dvs. reaksjonen er bare avhengig av det som har skjedd i fortiden
og ikke av det som skjer i framtiden. Dette forer blant annet til de sdkalte Kramers Kronig
relasjonene som vi nd skal utlede.

Fra begrepet kausalitet kan vi skrive
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D(t)=eo E(t) + P (t)

P (t) angir systemets respons, og avhenger av fortiden ): det som har skjedd tidligere.
Herav

P(t) =¢o f f(t) E (t-t)dt =¢,, f f(t) E (t-t)dt med f(r)=0 for <0
0 -
f(t) er responsen. Den er null for alle tider storre enn natiden, dette kommer inn i den

maten vi har skrevet integralet pd. t=0er n, t = er o fortid. f(c)=o.

Fourier-omvandler vi ligningen kan den skrives som
D(t)= [do D(w)eiot

E(tt) = f dw E (w)e 10t . gloT

— 0

Settes dette inn i den forste ligningen fds

D (o) = ¢o E (0)+ €0 E (w) ff(r)eimdr

gr(w)=1+ ff(r)eimdr
eer dielektrisitetsllonstanten. Den kan vaere kompleks ex(w) = &1 + iep.

Fra ligningen ovenfor ser vi ogsa at

er* =1+ f f(t)e10Tdy

—00

Dette betyr at
£1(w) - ien(w) = €1 (-w) + ien(-w)
Fra kausialitet far vi sdledes at realdelen er symmetrisk i w, imaginaerdelen antisymmetrisk.

e-1 er en analytisk funksjon i evre halvplan av det komplekse plan. e-1 [JJ[J-—= 0 nar o—ic
da bare t > 0 gir bidrag.
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Vi utferer na folgende Cauchy integralet

s(oo) 1

f(l) (O]

I =0 fordi e(w) - 1 er reguleer i ovre halvplan.

9]

Dette kan da skrives som: Residueiw =0 +P f = 0, og bidraget fra residue blir

-in(e(w1) - 1). Ordner vi dette kan det hele skrives som

* e(w)- 1
w — (1)1

g(w) - 1——Pf

Vi bytter integrasjonsvariable og skriver ut realdel for seg, imagineerdel for seg og far
Kramers Kronig relasjonene.

g1(w)= 1+%P f;iﬁdﬁ

€y(w) =

'FllH

} a8

P betyr "principal value" og integralene skrives oftest som 2 x f istedenfor slik som

0
skrevet ovenfor. Gjor vi det far vi Kramers Kronig relasjonene pa formen:

81((,0) 1+ _Pf 282 E)

e, (0 )‘—Pf s(E)

Kausalitet og KK relasjonene betyr at dersom vi méler en av funksjonene for alle frekvenser
sd er den andre fastlagt.
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KLASSISK MIKROSKOPISK TEORI FOR OPTISKE EGENSKAPER

I et ikke-ledende isotropt medium er elektronene lokalisert, dvs. de er bundet til kjerner. 1
et ytre felt, e.g. et elektromagnetisk felt vil elektronene forskyves en distanse r fra sin
likevektsposisjon. Dette resulterer i en polarisasjon

P = —Ner

N er antall elektroner pr. volumenhet. Forskyvningen D er gitt av

=ggE+P =¢pe E

o]

Elektronet er i folge denne klassiske Lorentz modellen bundet til atomene med en
kraftkonstant k. Bevegelsesligningen for elektronet blir derved

2% : .
md—§ + myE + kT = —eE = —eEje ™"
dt dt

yer en dempningskonstant, m er elektronets masse. En lesning av denne
differensialligningen er

_eEo e—iux

r= —
-mw- - imwy + k

og dermed blir polarisasjonen P

2
P- ZN?/m E
-0° —ioy+k/m
k/mzcoo2 gir:
2
Po—pe/m g

—0? —ioy + 03
Med P = aE kan vi skrive
D=¢yE+P = (g +)E =¢(¢,E
=¢e. =1+ <
€0
gr = dielektrisitetskonstanten

Innsatt i ligningen ovenfor gir dette:
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Ne? / me,

=1+
—w? —ioy + 03

gI'
NeZ/meg har dimensjonen sek-2, vi kaller den plasmafrekvensen?, (opz

2

=1- P - N2
w? +ioy - 03

w

T

¢, =N’ er dielektrisitetskonstanten til systemet. Den er kompleks for et absorberende
system. Skriver vi dette ut som realdel og imagineerdel far vi: (N =n + ix)

2 2 2
0, (0, - o)

7 72 2 2
(0" —wy) +y"®
2.

W * YO

(0% - w3)? +y’w

€y = 2NK = 5

Figuren viser typisk forlep for €1 og €2
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Dersom systemet har mange resonans-frekvenser skriver vi:

—8 =l+w E

w -0’ —zwyj

fj kalles oscillatorstyrken.

I figuren under viser vi den malte ), eller rettere sagt o ~ epw for en NaCl krystall. Vi kan
lett se at responsen er satt sammen av flere oscillatorer.

ol F
15~
‘e
2 104=
2
b
)
i
] o '
!
h
]
/
"" ‘I'
- ! 1 F
0 005 0-10 0 15 o-z20
alpm)

Ett punkt er undersléatt hittil

Ne? / m
o= .
—w? —iwy + 03

er & betrakte som en "atomeer" polarisibilitet. Det feltet som polariserer er det lokale feltet,
ikke det ytre feltet. Se f.eks. Kittel, kap. 13. Dette gjor at P/E for en krystall ma skrives som

PIE = Na =€—1

1-2an &
3

Dette kan betraktes som en effektiv polariserbarehet, den atomaere far en korreksjon p.g.a.
det lokale feltet fra de andre dipolene
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Dette kan ogsa skrives pa formen (Claussius-Mosottis ligning)

e-1 _& N
e+2 3
DRUDE TEORI FOR METALLER

I metaller er elektronene fri. I den enkleste modell for responsen til et metall, settes derfor
bare wg = 0i de ligningene vi har utledet. En slik teori ble forst satt opp av P. DRUDE.

8=N2=1—L‘
w(w +1iy)
w2
e, =1- P Realdel av ¢
1 2, .2
W +y
(1)2\{
p .
€y = —=——— Imagineerdel av ¢
2 m(wzﬂ(z) g

Ut fra Maxwells ligninger kan man ogsa vise at: y=1/7, der t er levetiden for eksitasjoner i
elektrongassen, ): tiden mellom stot i elektrongassen. Etter denne modellen vil derfor
optiske malinger tillate oss & bestemme tiden mellom stot i elektrongassen. Plotter vi
ligningene ovenfor fas:



Drude modellen

Dielektisiteskontanter

1.2 1.4 1.6
E/E
P

0.8
0.6
i Drude reflektivitet

0.4 -

02 F

Den samme stot-tiden T inngdr ogsa i uttrykket for dc ledningsevne
o =NeZt/m
Ut fra Maxwells ligninger

oP - oE -
— 4=
ot

= — JE 9D
VxH=¢,—+—+J=¢.¢ —
Jat ot ot
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ser vi at dielektrisitetskonstanten ¢ kan skrives som:
gr =1+1i0/ we,.

Eventuelt far vi e, = ¢, + i0/ we, dersom vi har badde bundne og fri elektroner.
Vi far bruk for dette nar vi utleder det kvantemekaniske uttrykket for .

2. ORDENS PROSESSER
ANHARMONISK POTENSIAL

Vi skal her vise at 2 harmonisk generering og sum og differanse frekvens generering folger
av en klassisk oscillator modell dersom vi inkluderer ikke ~harmoniske bidrag i potensialet.
Vi tar utgangspunkt i en klassisk oscillator i dette potensialet der vi inkluderer et ikke
harmonisk bidrag til kraften lik max’. Dette er tilfelle for store utsving rundt likevekt i
potensialet pa figuren

0.1 [

0.3 F -

Potensial

0.7 F ]

1.5 SIS I SR TN S R ST S ST S N N A
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
Avstand

Anta materialet belyses samtidig av to belger med ulike frekvenser. Bevegelsesligningen
blir da:

.. . 2
mx + ymxX + kx + max” = F = qE,

X + X + u)éx +ax’ = a4 (El(eiwlt + e iw,t) + Ez(eimzt + e—imzt))
m

Denne ligningen loses ved iterasjon idet vi kan anta at a er liten.
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P=Nq-x

Forste ordens losning finnes ved 4 sette a=0

mE, s i,
UM EXU)(mi): E ' q/ IPCL
T T W,

2
-—W; — 1wy

Annen ordens lesning finnes ved 8 flytte (ax")* over p4 hoyre side av ligningen og sette inn
torste ordens lgsning. Det gir:

.. - i ‘ . 2
X +YX + 0.X = 4 (El(e“”lt +e ") +E (e +e lu’Zt)) -a (x(”)
m

Dette er som en ordineer oscillator men med en “ny” drivkraft som inneholder nye
frekvenser ndr vi setter inn forste ordens lesning pa heyre side. ax"” er av formen:

1) o, t —imt iw,t —iw,t
=Q,e a,e +a,e

) . . . .
(X(l)) =(ale1wlt + (126 it + a3e1w2t + 0(46 im,t )2

iw it
=a’e?™" +a’e

1 2

- 2iw, t +a§e2iw2t +aie—2iw2t

(o, + 0,) (o), - w,)

+ o,0,€ +oae T

io-t

+o,0, e+

= x? =x(w, + 0,) + x?(0, - 0,)

+ xX?Q2w,) + x?Qw,) + xX*(0) + c.c.
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2a(q/m)’ EE,
((Ui _(’0% - ile)(wi —(D% + isz)

= x? (0, xw,) =

1 —-i(0, xm,)t

. -e
o, (0, *0,)" —i(w, o,y

_a(q/m)Z E12 'e—Zimit

()
X (Q2w;) =
(0} - 0] —iw,y)’ (0> - 40; - i20,Y)

Vi ser at systemet oscillerer ikke bare pa frekvensene w, og w,, men ogsd pa 2w, , 2w,,
,+m,,08 ®,-w,. Dette er mye brukt i laserforskningen for lage lasere pd nye frekvenser.



